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Lesvecteurssont toujours en caractéres gr&sest le vecteur champ magnétique. Les scalaires
sont en caracteres normaux : par exemple, BB= |B||2, mais on a souvent écrit en gras
certaines formules ne contenant que des scalaedgs mettre en valeur, lorsqu’aucune
confusion n’était possible.



Chapitre 1

Le soleil en tant qu'étoile
| — 1 Les equations de l'interieur stellaire: equibre hydrostatique, equilibre radiatif

Les équations de l'intérieur stellaire sont bastedes lois de I'équilibre hydrostatique et de
I'équilibre radiatif en symétrie sphérique. Consaes une étoile de rayon R ; on désigne par la
variable r la distance au centre, et pald/masse de I'étoile contenue dans la sphéreyda ra
L’équilibre hydrostatique nous donne la premiéreadipn :

R

dM./dr =4 r2 (I-1) ce signifie que la masse de I'étoile est (I)\/l4=r2 dr

(r) étant la masse volumique. L'équilibre des fer@@ression, force de gravitation) donne :

dP/dr = - GM/r? (1-2)

On peut adjoindre a ces deux équations d’'inconMygs, P, une troisieme équation d’état
polytropique (P / = Cte) si I'on ne souhaite pas faire intervenitdiapérature T. Néanmoins cette
meéthode est restrictive et il est préférable desictimer la loi de I'équilibre radiatif, qui fera
intervenir la température, a laquelle on adjointguation d’état des gaz parfaits :

P= kT/m

m étant la masse atomique moyenne du gaz, etdaktante de Boltzmann.

La loi de I'équilibre radiatif peut s’établir de mare simplifiée, et supposant que la variation
relative du flux net dF/F intégrée sur les fréquanentre les coquilles de rayon r et r+dr est &gale
la variation de la profondeur optique sklon la loi :

dF/F=d avecd =-k* dr

k* est le coefficient d’absorption du gaz intégué kes fréquences : il dépend de r.

Dans les régions internes des étoiles ou I'opasit&levée, on peut considérer que la variation de
flux radiatif net dF entre r et r+dr résulte d’ugquéibre entre le rayonnement thermique émis (selon
la fonction de Planck intégrée sur les fréqueneel rayonnement absorbé, avec un bon degré
d’approximation.

On écriradondF =d( TH=Fd =-Fk* dr

On déduit de cette relation : dT/dr = -F k¥ (4 T°)

Le flux radiatif est par ailleurs relié a la lumsité de I'étoile L(r) a la distance r du centre lgar
relation :

FN=L(I) /@4 r?

On en déduit I'équation d’équilibre radiatif : dFA-[L/ (4 1)) ] k* /(4 T°)

La formulation rigoureuse basée sur le transferagiennement et la moyenne du coefficient
d’absorption sur les fréquences sera donnée pilusHde fait intervenir un facteur 4/3
supplémentaire et la moyenne de Rosseland k*, ebtant legradient radiatif :

dT/dr=-[3k* /(16 T3] L/(4 r?) (1-3)

Enfin, la luminosité de I'étoile a la distance t ediée au taux de production d’énergfg par
unité de masse selon la loi simple (descriptionrosopique des processus nucléaires):

dL/dr =4 r2 (1-4)

(r) se mesurant en W Kg
Ces lois permettent le calcul numérique de mod#latérieur stellaires simples.
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Production d’énergie au cceur du soleil

La courbe d’Aston (énergie de liaison par nuclgmésente un minimum au voisinage du Fer.
Ainsi, seules les réactions de fusion des élémeégess ou de fission des éléments lourds sont
susceptibles de fournir de I'énergie. Dans le §dkeprincipale source d’énergie est dlie aux
réactions proton — proton qui transmutent 4 noydibydrogene en un noyau d’hélium, et cette
réaction qui dégage6.2 Mevs’accompagne de la production de neutrinos eaglens gamma. En
supposant que seul®% de la masse du Soleil, soit 2*1Rg, est un réservoir de combustible
utilisable d’Hydrogéne, on peut en déduire un odrggrandeur de la durée de vie de I'étoile.
En effet, 10% de la masse du Soleil, soit 1.2 péotons, va génerer par cette réaction 1> 10
26.2 / 4 Mev, soit 1.2 0J pendant la durée de vie du Soleil. Sachantaleninosité du Soleil
est de 3.86 W, on en déduit une durée de vie approximative.deld’ s soit encord0'° ans

'y \
F 1% (2 1
B {MeY / nucléon) Courbe d'Aston Y
I @ @ ® @
N \
¥ W ¥
e S
H 20 40 50 80 100 120 140 160 180 200 220 240 A

1 2H nomere de nucléons ll\
2
4 hoyaux les plus stables .
11 fusion /
-6 41 fission
A — @ @
2He
- . O Proton

-104 EEFE gSCu

La chaine proton — proton (& droite) génére unaitfle masse égal a 4 ARg/s. Cette perte de
masse est convertie en énergie par la relation En=C2 d’ou la luminosité de I'étoile égale a :
L = 3.86 13° W, soit 63 MW/m? de surface solaire (30 m? = uergmale électrique).

En 10° ans, la perte de masse représente 123 g soit moins d’un milléme de la masse de
I'étoile (6 10%).

Détail de la chaine proton — proton

'H+H 2H+é€ + .+0,16 MeV (le neutrino emporte avec lui 0.26 Mev)
e+e 2 +1,02MeV

H+'H °He+ +5,49 MeV

Il y a ensuite 3 possibilités de chaines réactitbes@our formefHe :
PP1 °He ¥He “He +'H +'H + 12,86 MeV total 2(0.16+1.02+5.49)+12.8626,2 Mev
Cette réaction domine aux températures du coeairsdll5 16K) & hauteur d86%
PP2 °He +'He 'Be+ +1.59 Mev
‘Be+é Li+ .+0.06 Mev (le neutrino emporte avec luidO\ev)
Li+™H  “He +"He + 17.35 Mev
Cette chaine domine autour de 26KL@t contribue pour le Soleil & hauteur4¥o
PP3 °He +'He 'Be+ +1.59 Mev
‘Be+'H °B+ +0.13Mev
8  ®Be+d+ .+10.78 Mev (le neutrino emporte avec lui 7.8/
®Be “He +"He + 0.095 Mev
Cette chaine domine au dessus de 231€x contribue pour le Soleil & hauteur@g5%
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3.2% de la contribution est d(ie au cycle CNfDi se produit surtout dans les étoiles massives
“C+H BN+ +1.94Mev

3N BCc+é+ .+ 1.51 Mev (le neutrino emporte avec lui 0.71 Mev)

“Cc+™H YN+ +7.55Mev

“N+H O+ +7.29Mev

0 N +€ + .+ 1.76 Mev (le neutrino emporte avec lui 1.00 Mev)

PN +'H  C +"He + 4.96 Mev

Le bilan du cycle CNO est de 25.01 Mev (plus 1.7dvNour les neutrinos)

| — 2 Transport convectif: le critere de Schwarzscitd

Néanmoins, le transport de I'énergie n’est pasoungj radiatif dans les étoiles, et comme dans le
soleil a partir de 0.85 Rs, la convection (mouvets)gpeut prendre le relais jusqu’a la surface.
Considérons une bulle de gaz qui monte dans l&tlr a r+dr, dans un environnement de
gradient radiatif (indicé R) ou la masse volumigasse de a +d r. Appelons A la masse
volumique de la bulle de gaz. On suppose que liiegeides pressions est réalisé entre la bulle et |
milieu environnant. Au cours de son ascension aratg+dr, 5 passe de a +d A avec dp

d r. Si +d Ao > +d ralors I'ascension de la bulle s’arréte ; par cqraretd 5 < +d ralors la
bulle recoit la poussée d’Archiméde et continueasrension : le gaz est instable.

Le critéere d’instabilité est donc : < d g

Supposons que les transformations dans la buasadiabatiques : P / = Cte
En différenciant, il vient: dP/P -d / =0, d'oul'ontireda=(/ ) dP/P

Dans le milieu environnant, la loi des gaz parfRits( T) = Cte se différencie et donne :
dP/P -d/ -dT/T =0, doul'ontiredg= dP/P- dT/T

Le critére d'instabilité da < d  se traduit donc par: ( ) dP/P < dP/P - dT/T,

SoitdP/P (1-)/ /<-dT/T, oudP/P €1)/ >dT/T, avec dP <0 etdT <0, ce qui donne :

dinP/dInT < /( -1)| avec = 5/3 (gaz monoatomique), on trouve dInP/dINFIZ | (1-5)

Lorsque ce critere d'instabilité est rempli, altrgransport convectif s’'installe.

Dans une zone convective, le gradient radififir =- [3k* /(16 T3] L/ (4 r?) sera
remplacé par le gradient convectif dT/dr =1/ (T/P) (dP/dr) trouvé ci dessus. L’équilibre des
forces (pression, force de gravitation) fournitdt?? - GM,/r2, d'ou legradient convectif:

dT/dr = - (-1)/ (T/P) GM/r? (1-6)

| — 3 Une estimation aux ordres de grandeur de larpssion centrale

Pour retrouver, aux ordres de grandeur, les valiritempératureclet de pressioncRjui regnent
aucceur du Solei] on peut tenter de supposer la masse volumigquastanteDans ce cas, on a :

M(r) = 4/3 r* masse a l'intérieur de la sphére de rayon r
dP/dr=- g(r)=- G M(r)/r?
d’ou par intégration immédiate, on obtient P(r).=RP 2/3 G 2r2,



Vue d’artiste de la
Structure interne du
Soleil (noyau jusqu’a
0.25 R, zone radiative
0.25a 0.8 R, zone
convective) et de son
atmosphere
(photosphere a 5750 K,
chromosphere a 8000
couronne a 19K puis
vent solaire)

Structure interne du Soleil : pression, températunasse volumique, luminosité

Avec =M/ (4/3 R® ou M estla masse du Soleil et R le rayon duiSole obtient finalement :
PN=R-3G M2r2/ (8 RY
ce dont on peut déduire la pression centrale epasamt que P(R) = 0 en surface :

P.=3G M2/(8 RY varie en MR (-7)

Numériquement, avec M = 2 kg et R = 7 1®m, on trouve P= 1.3 13* Pa. Avec une masse
volumigue moyenne de 1400 kg°nia loi des gaz parfaits.® 2 k T/ m (m masse du proton, le
facteur 2 provient du fait que le gaz est consiitoiér moitié de protons et d’électrons) donge=T
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5.5 16 K, ce qui n'est pas si mal, les valeurs « réellésant de = 15 16 K et . = 1.8 16° Pa
(avec .= 150000 kg rif). Comme varie en M/R, T varie en M/R

| — 4 Une solution approximative : I'équation de Laae Emden pour un gaz polytropique

On fait parfois I'hypothese (tres approchée !) dyaz polytropique tel que R/B(/ (), étant
l'indice polytropique, RPet . étant les pressions et masse volumique au cemtg®igil. Dans ce
cas, on résoud :

dM,/dr =4 r2
dP/dr =- GM/r2
P=R(/)

Et la loi des gaz parfaits P = T / m (m masse atomiqgue moyenne = 0, m

On dérive la seconde équation (r3 AP/dr = - G M pour obtenir dMdr que I'on égalise alors avec
la premiére équation pour obtenir une équation sur

d/dr [(r2/ ) dP/dr] =- G 4r2 , qui devientavec P =R/ ) :
Ped/dr[(r2/ )d(/ o) /dr]=-G 4r?

On transforme ensuite cette équation san une équation sur T sachant que la loi polytyopi
relie et T selon:/ .= (T/T)Y *, T, étant la température centrale.

En posanti = T/T. (température normalisée),ret 1/( -1), 'équation différentielle devient :
didr (r2du/dr) =-G 4r2[( -1)/ ][ </ (KTgd/m)] "

Si nous posons h = [/(-1) (kKTdm)/ (4 G o) ]"2 homogéne & une échelle de hauteur, nous
pouvons effectuer le changement de variabter/h, et nous obtenons finalement :

d2u/dx? + (2/x) du/dx +U= 0 (1-8) Equation différentielle de Lane Emden

qui a pour conditions aux limites x = O(centre du Soleil)u = 1 et du/dx = Ocar la nullité de la
masse au centre du Soleil implique enr =0 : deMr/dr = dT/dr = 0.

Diverses solutions sont données sur le graphiqdessous, mais seules quelques valeurs de n ont
un sens physique (n = 3dur =5/3, n = 3 pour = 4/3).

Solution de I'équation de Lane
Emden en fonction de x = r/h po
différentes valeurs de n (0, 1, 3/2, 2,
3, 4 et 5). n=3/2 est la courbe en
gras. n=1 est la fonction sin(x)

n=0 est la parabole 1-x%/6.

X Le premier zéro ; de la solution de

1 , . .
'équation de Lane Emden fixe le
rayon R = % h de I'étoileavec

h=[(/-1) (KTym)/ (@4 G ]



R
La masse de I'étoile se calcule par M4&r2 dr
0

R/

h
Avecr=xh, = (TM)Y 1= " ilvientM=4 h* . x2d dx
0

L'équation de Lane Emden pouvant s’écrire soustaé d/dx[x2 du/dx] = - x2'y 'intégration est
immédiate, et donne la masse totale M de I'étoile:

M=-4 hR2 . (du/dX)x=x1

La dérivée du/dx étant prise sur la surface deil@&en x = x = R/h.

| — 5 Le theoreme du Viriel et quelques conséquernse

Ce théoréme est particulierement important. |l @aqueorsqu’une étoile perd, du fait de sa
contraction gravitationnelle, une énergie potentidé Ep, celle ci se retrouve pour moitié dans
'apparition d’énergie thermique (qui sert & chauffer I'étoile) et pour moitié dans I'énergie
rayonnée par I'étoile Définissons : M

L’énergie potentielle de I'étoile parE - 0G M(r) dM(r) / r,

M(r) étant la masse contenue dans une sphére de rayl la masse totale de I'étoile de rayon R.

L’énergie thermique de I'étoile parE  3/2 k T(r) dN(r),
N(r) étant le nombre d’atomes dans la couche dedeature T(r) et d’épaisseur dr.

Or dN(r) = dM(r) / m avec m masse du protonmasse atomique moyenne en unité de masse du
proton (0.5 pour un gaz neutre protons/électrondMgr) =4 r2 (r) dr. On en déduit :

R
Er= 0(3/2 kKT)4 r2 (r)dr/ m
R
Or d’aprés la loi des gaz parfaits, on a P(r(gsk T(r)/ m, d'ou & = . (3/2) 4 r2P(r) dr

Intégrons par parties :

Er= [(1/2)4 P P(r)F(]j - :(1/2)4 r* dP(r)

Le premier terme est nul car P(R) = 0 a la surtkcketoile. Il reste donc

R
Er=- 0(1/2) 4 rdP(r) que I'on intégre en utilisant la loi de liélipre hydrostatique :

dP(r) =- (r) G M(r)/ r2dr, d’ou :
Er= :(1/2) 4 r ()G M(@) r2dr= (:1/2) dM() GM@)/r=-%Ek

On obtient ainsi le théoréme du VirieEr = -¥2 B (1-9)

L'ordre de grandeur pour B estEp - G MR, celui de I'énergie thermiquestEr 2 G M2/ R

On peut se demander si I'énergie rayonnée parlil 8e provient pas de sa seule contraction.
L’énergie rayonnée par le Soleil durant le temestt_ t (L luminosité solaire). On peut en dédtire
d’apres le théoréme du Viriel :

Lt G M¥R,dolt » G M¥ (LR)
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On obtient numériquement avec L = 3.86°My, M =2 16°kg, R=7 18m,t 1.5 1d ans,
temps mille fois plus court que la durée de viawes du Soleil (18 ans). Il est donc clair que
I'énergie de contraction gravitationnelle est iredalp d’expliquer le rayonnement du Soleil.

Température interne moyenne

Le théoréme du Viriel permet d’estimer ueenpérature interne moyenneau Soleil. Supposant
qgu’il y ait M/ m particules dans le SoleilyE 3/2 k T M/ m (température supposée uniforme).
D’aprés le théoréme, on g E 3/2k T (M/ m) =% G M2/ R d’ou I'on tire :

T=GM m/ (3R k) quivarie comme M/R

Numériquement, avec M = 2 ¥tkg, =0.5, R = 7 1®m, on trouverl =3.8 16 K

Relation masse luminosité (en transport radiatif)

Nous avons vu plus haut que le gradient radiatifleané par :

dT/dr=-[3k* /(16 T)] L/(4 r?)

Une analyse dimensionnelle donnerait:

TIR=[3k* /(16 T°] L/(4 R?)

Avec =M/ (4/3 R etle résultat trouvé ci dessus T = G M/ (3 R k), on en déduit que :
L=(4 R) (16 T%/(3k* ) varie comme M / k*

Dans cette relation le rayon R n'’intervient pag luminosité totale L d’une étoikn équilibre
radiatif dépend de la masse M seulement et du coefficiahsdrption moyen k* intégré sur les
fréquences.

Temps d’effondrement gravitationnel

On peut formuler également un calcul aux ordregrdedeur pour se convaincre de la nécessité des
forces de pression pour s’opposer a I'effondrergestitationnel. En supposant que I'accélération
d’'une particule vaut — G M / R? et reste constaietéa surface au centre du Soleil, on calcule
aisément que I'ordre de grandeur du temps pouppérda distance R est [2 R®/ (G M)]*?

2300 ssoit environ une heure. @emps d’effondrement gravitationnel est ainsi extrémement

rapide : I'équilibre hydrostatique est donc paitténement efficace a I'intérieur du soleil.

| — 6 Evolution du soleil

On pense que le Soleil s’est formé a partir deofdraction d’un nuage d’Hydrogéne interstellaire.

Il est actuellement en équilibre hydrostatique \gja@ion/pression) et thermique (production
d’énergie nucléaire/rayonnement). L’équilibre hystadique d’'un gaz parfait implique un
rayonnement : pour I'assurer sans variation derrgglonc d’énergie potentielle), I'énergie

nucléaire au coeur de I'étoile s’est substituéérelgie dde a la contraction gravitationnelle de
I'étoile pendant sa phase de formation, lorsquengérature centrale (en augmentation pendant la
contraction car en M/R) est devenue suffisante gdéalencher la fusion de I'Hydrogene. Le Soleil
figure actuellement sur la séquence principaleidgrdmme de Hertzprung Russel (diagramme HR
Luminosité / Température effective).

Sortie de la séquence principale

Le Soleil restera sur la séquence principale dgrdiame HR tant que les conditions d’équilibre ne
changeront pas. Il y a néanmoins évolution permiaran cceur du Soleil en raison du processus de
fusion qui consomme de I'Hydrogéne et fait appegade I'Hélium. En particulier, un cceur neutre
d’Hydrogene et d’électrons a une masse atomiqueemeydd.5 my ( =y my mais P =2 pk

T=2 kT/my avec i densité volumique de protons et masse du proton). Mais a I'issue du
processus de fusion, un cceur neutre d’Hélium étcti®ns a une masse atomique moyenne de
1.33my( =4 mngemymaisP =3/ kT=% kT/my, avec pe densité volumique d’Hélium).

Pour maintenir constante la pression imposée gquilibre hydrostatique (on passe de P =T
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ImyaP=3/4 kT/my), laconsommation d’Hydrogéne implique donc ungnaentation
progressive de, soit une contraction du noyau, impliquant un aissement de T d’aprés le
théoréme du Viriel (T varie en M/R), ce qui enteatmemballement du taux de production
d’énergie nucléairdtres sensible a T). La contraction du cceur efghaentation progressive de la
température centrale induisent une dilatation deslwes extérieures de I'étoile autour du noyau,
dans lesquelles la masse atomique moyenne n’agp@s(0.5 ny) : & pression constante, le volume
augmente avec la température. L’étoile deviensghtus lumineuse, parce que la dilatation facilite
I'évacuation de I'exces de rayonnement (I'épaissgique = k* R variant selon k* / R2

diminue si R augmente). On assiste donc a un gdietdoxal dans lequel I'épuisement des
ressources en Hydrogene entraine un surcroit d®ounation et de luminosité : ainsi, on estime
gue le Soleil est 2 fois plus brillant aujourd’tquie lors de son arrivée sur la séquence principale
y a 4,5 18 ans, et ce mécanisme perdurera encorée arig(figure ci dessous) jusqu’a I'épuisement
total des réserves accessibles d’'Hydrogéne.

Etape géante rouge

Lorsque tout I'Hydrogéne disponible (10% du Soleilya été consommé dans le noyau, les
réactions de fusion ne pourront plus subvenirlari@ntation de la luminosité solaire. Le Soleil va
donc se contracter, la variation d’énergie potdeteservant pour premiere moitié a la luminosité
(selon le theoréme du Viriel), et pour seconde idoioitié a 'accroissement d’énergie thermique
de I'étoile dont la température interne va augmepi®voquant la dilatation des couches
extérieures. Dans un premier temps, le transpsie¢ radiatif & luminosité constante (L varie selon
M?), la dilatation de I'enveloppe & L constant impkodonc une diminution de la température
effective (L=4 R2 T4 qui va porter Ta 3000 K environ. Dans un second temps, la coiorect
revient et la dilatation continue, mais a tempéemaaffective T a peu prés constante (3000 K) : on a
affaire a une géante rouge, dont la luminositédit@elon le carré du rayon, celui ci allant jusgqu’
englober les planetes intérieures Mercure et VAriasolution s’accélére a mesure que la
température centrale de I'étoile augmente, et ptdese d’expansion prend fin lorsque la
température centrale est suffisante’Ppour amorcer les réactions de fusion de I'Haélien
Carbone, dite triple, 3 He C (et dans le cas du Soleil, on n’ira pas au delta fusion de
I'Hélium, la fusion du Carbone nécessitant 8 KQpuis celle de 'Oxygéne 1, températures
réalisables uniquement dans des étoiles plus nes3siv

Réaction triple :
‘He +*He ®Be+ -0.095 Mev
Be +'He ’C+ +7.37 Mev

D’autres reactions sont possibles accompagnagtlztion triple :

12C +4He 160 +

UN+%He BF+ 180 + 6 + .

160 +4He ZONe +

de sorte que le cycle de fusion de I'Hélium ne pibpas seulement du Carbone.
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D’autres phénoménes se produisent avant I'allundagaéactions de fusion de I'Helium en
Carbone. En effet, au cours de la contraction dashes internes, la température du noyau
d’Hélium augmente progressivement jusqu’a atteitesel§ K nécessaires au déclenchement des
réactions de fusion. Pendant ce temps, la tempérgilus faible) de la coquille périphérique du
noyau, qui contient de I'Hydrogéne, augmente égefdrat la réaction de fusion 4 H He se

produit désormais dans une couche fine autour glaunoon dit que I'Hydrogene brile en couche.
Cette source d’énergie supplémentaire retarderraxtion interne qui n’est donc plus seule a
alimenter la luminosité. C’est pourquoi la phasgéante rouge dure nettement plus longtemps
(10° ans) que la phase de contraction initiale prathaste ( seulement 1.5 i@ns).

« Hélium flash »

Lorsque la fusion 3 He C démarre, la contraction gravitationnelle espgé et le transport
redevient radiatif. Dans les étoiles de type sejan assiste tout d’abord a un « Hélium flash »,
sorte d’explosion die a I'emballement temporairéad@action. L' « Hélium flash » s’explique par
la dégénérescence du gaz d'électrons qui, dansodestions de densité extrémes> 10 kg/nr),

ne se comporte plus comme un gaz parfait, mais @muomygaz de Fermi (contrairement au gaz
parfait, la pression P y est indépendante de ladeature T et ne dépend que d&, voir cours de
physique statistique). L'amorcage des réactionsisien entraine une augmentation de T qui n’est
pas suivie d’'une diminution depar dilatation du noyau, s’opposant a I'échauffenfee serait le
cas avec un gaz parfait). De ce fait la réactiem¥alle par accroissement de T jusqu’au moment
ou la pression dle a I'agitation thermique des urygui constituent un gaz parfait) devient
voisine de la pression du gaz d’électrons. Le n@gnfle alors rapidement (explosion)diminue,

T également, la dégénérescence du gaz d’électrspardit et I'étoile se stabilise et brlle dans son
noyau I'Hélium disponible.

Fusion de I'Hélium . ~ , ,
L’Hélium brdle d’abord au centre du Soleil, puis en

couche autour d’'un noyau de Carbone. En méme temps,
la fusion de I'hydrogene continue en couche autour
d’'une enveloppe d’Hélium. Cette phase est bien plus
courte (18 ans) que sur la séquence principald{a8s
car les réserves en He sont faibles, la réactipie tr

moins efficace (7 Mev) que la chaine proton-prdih
Mev) et la luminosité de la géante rouge 10 a b@o f
plus élevée. Lorsque les ressources en He soes téai
contraction du noyau reprend, mais dans le cadil,

sa masse est trop faible pour que la température de
Fusion H Fusion He fusion du Carbone puisse étre atteinte. La conbraciu
ceeur ( augmente) va entrainer la réapparition d’'un gaz
dégéneéré d'électrons.

Enveloppe H

Naine Blanche

La fusion du Carbone n’étant pas amorcable dacadesolaire, on a désormais affaire a un noyau
de Carbone et d’électrons avec équilibre hydragiatentre la pression du gaz dégénéré d’électrons
(P proportionnelle & °?) et la gravitation. On peut montrer (cours de fIhys statistique) que
I'équation d’état d’'urgaz totalement dégénéré d’électrons non relatisisst :

P=10(/ o"°

P en Pa et en kg n’, ol ¢ est un nombre qui représente pour chaque atormenére de

nucléons par électron libre. Pour un gaz protoesténs, on auraite = 1. Par contre, pour un gaz
composé de noyaux d’Hélium ou de Carbone et dé&ast on a . = 2 (4 nucléons/2 électrons

pour I'Hélium et 12 nucléons/6 électrons pour lel@ae).
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Calculons la température pour laquelle la presdiogaz dégénéré d’électrons I'emporte sur celle
du gaz parfait composé des noyaux seuls :

10 (/1 9*>10" T/ > =2410 * ST

ou estla masse atomique en unités de masse du rotoh pour H, 4 pour He, 12 pour C).

A la température de fusion de I'Hydrogéne (T = 08K, =1, =1), cela donne une masse
volumique critique . = 1.4 16 kg m®, qui nest pas atteinte (elle est 10 fois plusteetionc les
éléctrons ne forment pas un gaz dégénére lorsfdsitan des noyaux d’Hydrogene).

A la température de fusion de I'Hélium (T =*10, <=2, =4), .=1.7 10 kg m?, on estime
gue cette valeur critique est dépassée au moménk thelium flash » avant la dilatation du noyau.

A cette méme température, mais pour une naine Iéatie Carbone (T = i&, =2, =12), .
=3.3 16 kg m*, on estime que cette valeur critique est tré=laent dépassée et que la pression
est créée par le gaz dégénéré d’électrons.

Pour estimer, aux ordres de grandeur, les condiptiysiques de la naine blanche de type

« solaire », écrivons le théoréme du Viriel, enpmgant que I'énergie thermique st égale a
I'énergie interne U = P V (V est le volume de lane:

Er==-1/2EsoitP (4/3 R}) =% G M?/R,

avec M et R respectivement masse et rayon de e téénche et P = 1Q / pression du gaz
d'électrons. Avec = M/ (4/3 R®), on en déduit le rayon R en fonction de M et gle

e)5/3

R 1.1518'M*¥ SR  (-10)

Avec M = 2 16°kg et .= 2 (mélange Carbone/électrons), on troRve 3000 kmenviron. La
naine blanche a donc les dimensions d’'une petitegbé. Sa masse volumique y est évidemment
énorme : =M/ (4/3 R’) 10"kg m?, soit 10 fois la densité de I'eau ! La gravité & la surface
d’un tel astre g = G M /R2 est voisine de 1.5 a0s? plus d’un million de fois la gravité a la
surface de la Terre !

Quel est le devenir de la naine blanche ? Elleleidira au fil du temps par rayonnement pour
devenir une naine rouge, puis noire, corps frouikible, dans lequel on pense que les noyaux de
Carbone formeront un réseau solide cristallin.

Les étoiles plus massives que le Soleil (> 1.2 8M)vent atteindre le stade de neutronisation, car
lorsque la densité est tres élevée, les électmnscombinent avec les protons des noyaux pour
former un gaz de neutrons dégénéré. Si la massepgjrande, la pression du gaz de neutrons ne
parvient pas a equilibrer la gravitation, et il gfflondrement impliquant la formation d’un « trou
noir » de rayon R = 2 G M /C? faisant seulememques km duquel aucun rayonnement
électromagnétique ne peut sortir.
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Chapitre 2

Equilibre thermodynamique et formation des raies

Il - 1 Le spectre des atomes hydrogénoides (trangihs quantiques)

Un atome hydrogénoide est composé d’'un noyau degelgdectrique +Ze et d’'un unique électron
de charge —e. On peut citer par exemple I'hydrogengre HIi, dont les raies sont caractéristiques
de la chromosphere (10000 K), et I'ion Hell, damgrénsition chromosphere couronne (80000 K).
En théorie classique, on considere que I'électsirer rotation autour du noyau a la vitesse
angulaire et a la distance r du noyau, de telle sorte que 2r = Ze2/ (4 (1?)

Dans le modeéle de Bohr, le moment cinétique orhitd I'électron est quantifié par la loi:
L=n =me 12
Ou =h/2 etoun estunnombre entier positif.

On déduit de ces deux relationsnzhz o/ (me Z €?)
soit numériquement r = 0.53 n2 / Z Angstroms (1 A02° m). Le rayon de I'atome d’hydrogéne est
égal ah?o / (me e?) =0.53 A au niveau fondamental (n = 1, Z = 1).

L’énergie totale Ede I'atome est la somme des énergies cinétiquas 3 r2 et de I'énergie
potentielle —Z e2/ (4 or). On trouve :

En=-(22/n)[éme/(8h2 2)]=-RyZ2/n2 = -13.6 72/ n2 électrons Volt (1-1)

Ry = € me/ (8 h2 @) est la constante de Rydberg égale numériqueintais eV.

Les transitions quantiques entre deux niveaux mfeht intervenir I'absorption ou I'émission d’un
photon dont I'énergie correspond a la différen@ndrgie entre les deux niveaux électroniques :

h mn=hC/ nn=-RyZ2(1/n2-1/m?) (11-2)

mn €t mnSont respectivement la fréquence et la longueurdgale la transition quantique.
L’énergie d’ionisation a partir du niveau de dépavtaut E= Ry Z2/n2=13.6 Z2/ n2 eV ; pour
'atome d’Hydrogene, I'énergie d’'ionisation a padu fondamental (n =1, Z = 1) est égale a la
constante de RydbergiR 13.6 eV.

Le spectre de I'atome d’'Hydrogene (Z = 1)

UV : Série dd.yman, transitionsdu niveai n>1: E=h =hC/ =Ry (1-1/n?
E=h :10.2eV 13.6eV (continu); en: 1216 A(Ly ) 912 A (continu de Lyman)

Dénomination:Ly 1 2;Ly 1 3;Ly 1 4..

Energie d’ionisation 13.6 eV ou 912 A

Visible : série deBalmer, transitions dunivead n>2: E=h =hC/ =Ry (1/4-1/n?
E=h :1.9eV 3.4eV (continu);en:6563A (H ) 3650 A (continu de Balmer)

Dénomination:H 2 3;H 2 4;H 2 5..

Energie d’ionisation 3.4 eV ou 3650 A

IR, Série ddPaschentransitionsdu niveaB n>3: E=h =hC/ =Ry (1/9-1/n?
E=h :0.7eV 1.5eV (continu); en: 18775 A (Pa) 8214 A (continu de Paschen)

Dénomination:Pa3 4;Pa 3 5;Pa 3 6...

Energie d’ionisation 1.5 eV ou 8214 A
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Série de Balmer de
I'atome d’Hydrogéne.

en haut : raies
d’absorption

en bas : raies d’émission.

La limite de la série est a
3650 A (énergie
d’ionisation, continu de
Balmer)

[l — 2 Sections efficaces

Les sections efficaces servent a quantifier leaations matieére rayonnement. Elles représentent
une surface d'interaction et se mesurent en mz.

Considérons un flux F de particules rencontranbhstacle composé de N cibles par unité de
volume, d’épaisseur h, et appelonk section efficace d’interaction.

ror Miligu F(h)

— —
h

X,

On peut écrire dF =- FN dx avec en m2et N en i

En intégrant (en supposantet N indépendants de x), il vient F(h) = F(0) €xp N h)

La quantité = N h est I'épaisseur optiquedu milieu. Lorsqu’on observe le soleil, on voi le
régions dont la profondeur optique est voisine ddd longueur d’onde de I'observation.

h
Plus généralement, on peut écdre= N dx ; dans ce cas F(h) = F(0) exp (ravec = . N dx

Processus de diffusion des photons:

- la diffusion des photons par les atomes fait graksastome d’un niveau d’énergie 1 vers 2,
immédiatement suivie de la transition inverse derd 1, avec ré-émission d’'un photon de
méme énergie mais de direction différente (diffassohérente)

- La diffusion des photons par les électrons libdessection de diffusion Thomson des
photons par les électrons libres est: 6.65 10°° m2

- Ladiffusion des photons par les molécules (Rghle qui varie en 1/

Les collisions avec les électrons libres:
Sections efficaces de collision avec des éléctibrss :  10°°m2 a2 (a rayon de Bohr
de I'atome d’hydrogéne) : la collision provoquealmangement d’orbite (hyperbolique) de
I'électron dans le champ de I'atome (transitidibte — libre ») qui peut passer a un niveau
d’excitation supérieur ou inférieur (excitation @esexcitation collisionnelle). Le rayon de
Bohr esta = (h%) / ( mee?) =0.5A.
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L’absorption ou I'émission des photons:
- Sections efficaces de collision avec les phofphsto ionisation) :  10%* & 10°2 m2. Elle
correspond a la perte d’un électron par I'atomen@ition «ié — libre »)
- Sections efficaces de collision avec les phofphsto excitation) :  10** & 10 m2. Elle
correspond a une transition quantigu&« lié », mais la section efficace est trés élevée
uniquement dans un intervalle de fréquences trég eébrrespondant aux raies spectrales

Il — 3 Formation des raies spectrales ; profil Lor@tzien ; amortissement naturel

Les sections efficaces de photo excitation (traarstquantiques radiatives) sont tres élevées dans
le domaine étroit de fréequence des raies. Congidarn électron de position x lié au noyau par la
force de rappel —kx, subissant un amortissementixfdt, et oscillant dans un champ électrique E
€ "représentant la vibration lumineuse de pulsatien2 . m et -e sont respectivement la masse
et la charge de I'électron ;est son amortissement (ef).sLe principe de la dynamique donne :

m d2x/dt2 + m dx/dt + kx = -e E'e' et I'on pose x = X ¢

On peut montrer que le coefficient d’amortissemesibbtient en égalisant la puissance dissipée
par la force de frottement a la puissance rayopaéé&électron (potentiels retardés):

= (/4 o) (213)e? @/ (m C)avec = k/m pulsation de résonance
Pour laraie H ( =6563A),onag=2 C/ =2.8718°Hz,dot =5.210s™.

La résolution de I'équation du mouvement donne= Xe/m)E/ (?- 2+i )
La puissance absorbée par la dissipation est agale

<P>=%m X2 2=% (e?/m)E2 2/[( - 22+ 2 2

Enposant =2 ,ilvient<B>= (/8 2) (e?/m) E2/[(& - )?>+ (/2 )7

Au voisinage de la fréquence de résonagcena (o2 — ) 2(o- ),dou
<P> (/322 (e2/m)E2/[(- o2+ (/4 )7

La section efficace (en m2) de photo ionisation est définie commeort de la puissance
dissipée <P> a la densité de puissance électromagnétiqueant@dar unité de surface, elle méme
€gale au produit G E#/2 (en W/m?) :

()=<R>/(C oE%2)=[e% (16> omC)] [[( - o*+ (/4 )]
Avec =2 e? /(3 om C°, on obtient finalement la section efficace encfn de :

()=[€e7@4 #mC)] @ /[( - >+ (/4 ) (11-3)

Introduisons la section efficace de diffusion Thomsge la lumiere sur les électrons libres,
n=€7(6 @m2Ch, alorsonobtient =% v & /[( = 0)2+ (/4 ). A lafréquence centrale
de laraie, = oimplique (o) = w4 2 & 2= w4 2C2/(2 ¥

Sachant quey, = 6.63 16 m2, on en déduit, pour la raie { o= 6563 A, =5.2 10" s%) que
(H ) 210" m2 La section efficace au coeur des raies est tedglgr
La section efficace totale sur 'ensemble du prsbibtient par intégration sur les fréquences.

+

o= ()d =e/(4 omC) (11-4)

En mécanique quantique, on introduit un facteurtiplidatif appeléforce d’oscillateurf,, de la
transition de telle sorte quey = fam [€/ (4 o m C)]. La force d’oscillateur est un nombre inférieur
a l'unité (0.641 pour H, 0.119 pour H par exemple).
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Il — 4 Loi de Boltzmann de distribution des niveauxd’énergie en équilibre thermodynamique

Soit N, et Ny, les nombres d’atomes respectivement aux niveagnedjie k et B, chaque niveau
d’énergie i ayant un poids statistique ga loi de Boltzmann permet de connaitre la rij@m des
atomes en fonction de leur niveau d’énergie :

Nn/ Nm = (Sh/ gm) exp - [(E - En) / KT] (11-5)

k constante de Boltzmann (1.382MKSA), T température du milieu en Kelvins.
On est le poids statistique du niveau n. Par exemple

On = 2 N2 pour le niveau n des atomes de type hydaigé
gy = 2J+1 pour un atome dans un &4l ; (L, S, J moment cinétique orbital, de spin, eafjot
Il - 5 Loi de Maxwell de distribution des vitesses profil Doppler ; largeur Doppler

La fonction de distribution du module des vitesseldun gaz d’atomes de masse m en équilibre
thermodynamique a la température T est donnéeapar |

f(v) = [m/ (2 kT)]*? exp(-a m v2 / kT) 4 v2 avec_ f(v)dv=1 (11-6)

Cette fonction de distribution présente un maxinpoar \nayx = (2kT / m)'2

La vitesse moyenmest <v>= v f(v) dv / f(v) dv=2na/ =[8KT/( m)]*?

On a typiquement 14 km/s dans la photosphere eki¥$ dans la couronne pour de I'Hydrogene
ou des protons

La vitesse quadratiqgue moyenest <v2> = v2 f(v)dv / f(v) dv=3/2 a2 =3 KT/ m

de sorte quéénergie cinétique moyenrest <> = Y2 m <v2> =3/2 kT

Lorsque 'on s’intéresse au mouvement des parsoddans une seule direction de I'espace (cas de
I'effet Doppler thermique par exemple), on utillagorme suivante de la loi de Maxwell :
f(v) = [m/ (2 kT)]*? exp(-Y2 m v2 [ KT)

L’effet Doppler mene a un décalage en fréquencguel( — o)/ o=V /C ou gest la fréquence
au repos et I'on obtient un profil Dopplgaussiendont la distribution en fréquence est :

f()=[m/(2KkD]*exp[-am C2 (= o2/ A /KT]=[m/2KT)]*exp[-( — 0?/ b2
La quantitt p=(o/C) (2 k T/ mj?s'appelle demi largeur Doppler du profil.
Sa demi largeur & mi hauteur vaut= (In2)2  5=( o/ C) (2In2 k T/ m)?

En longueur d’onde, aveglongueur d’onde au repos, on obtient :
b=( o/ C) (2 kT/m¥?demilargeur Doppler, et
=(n2)"*  p=( o/ C) (2In2 k T/ mY?demi largeur & mi hauteur du profil

On retient que la largetotale & mi hauteur est 2 =2 ( o/ C) (2 In2 k T/ m)?

Plus la température est élevée, et plus la massatdmes constituant le gaz est faible, plus la
largeur Doppler est grande. A titre d’exemple, e :

H :T=10K, 2 =0.47 A dans la chromosphére

Fe:T=10K, 2 =0.06 A dans la photosphére

Fe:T=16K, 2 =0.62 A dans la couronne (raies élargies pagrgérature)
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Il — 6 Loi de Saha de I'équilibre d’ionisation

L'équilibre d’ionisation A = A + e est régi par la loi de Saha :

e /Ma=(go /g [ (2 Mk T)?/h]exp—(alkT) (I1-7)

Ne, m* naétant les populations enhaes électrons, ions*&t atomes A, mla masse de I'électron
et alepotentiel d’ionisation. Plus la température estée et plus I'équilibre se déplace vers la
droite (ionisation). Les coefficients g sont lesdscstatistiques (2 pour I'électron).

Il — 7 Fonction de Planck du corps noir : densité d rayonnement et intensité

Paradoxalement, le spectre continu (donc en néglides raies spectrales) du soleil et des étoiles
est proche d’'un spectre de corps noir (objet idéakmpérature T qui absorbe toute lumiére
extérieure tombant sur lui, et qui n"’émet aucurmataon vers I'extérieur). Le spectre de corps noir
fournit une bonne approximation de la températersutface (dite effective) des étoiles. La densité
spectrale d’énergie du corps noir est :

E=@8 h3C /[exp(h /IkT)=1] enJmHZz®

L’intensité spectrale du corps noir est :

B=E((C/4)=2h3*/C) /[expth /kT)=1] enWstm?Hz' (st = stéradian)

De larelationBd =B d avec =C/,ilvientB =B C/ 2d'ou :

B=(RhC/ )/ [expthC/ kT)-1] (11-8)

L’intensité spectrale du corps noir pour T = 575@4 représentée ci dessous avec en superposition
l'intensité spectrale de rayonnement du soleilaction de la longueur d’onde.

La densité spectrale d’énergie intégrée sur legigaces donne :

E= Ed-= aT enJm| aveca=8°k*/ (15 Ch® = 7.56 10"° MKSA (11-9)

L’intensité spectrale du corps noir intégrée sarftéquences vaut :
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B:O Bd= T enWstm? (I1-10)

avec —aC/4=2 °k*/ (15 Ch% =5.67 10 W m?K™ constante de Stefan

La puissance en Watts rayonnée par 1 m2 de corpsinest égale & T* (1-11)

On définit la température effective du soleil eprxmant I'égalité entre la puissance rayonnée L du
soleil et celle du corps noil:= 3.86 10°W =4 R2 Teq

avec R rayon du soleil ; on en déduit pour le $dlgi = 5750 Kenviron

Loi de Wien

Le maximum o de la fonction Best obtenu en résolvant I'équation di8 = 0, équation qui n'a
pas de solution analytique et donne numériquement:

h C/ maxk T=4.965 ( ce nombre est solution §e €1 — x/5)" )

ce quidonnemax T =2.9 10° ou loi de Wien (11-12)

Le maximum de la fonction de Planck se décale hechteu lorsque T augmente. Pour le solell, il se
trouve a max = 5000 Adans le vert.

1/2

Médiane ,de la fonction B: elle esttelleque B d = / B d
0 1/2

On trouve numériquement;= 1.42 nax= 7100 A pour le soleil, ce qui veut dire que presta
moitié de I'énergie est rayonnée dans l'infra rauge

Il — 8 Coefficients d’Einstein et équilibre statistque
Considérons I'équilibre statistique entre deux aiwem et n a la température T. Sojt & N, les

densités volumiques (enhdes populations des niveaux m et n, soumiseaifpeurs a 'intensité
spectrale de rayonnemenfW m* Hz* st%).

Em
La variation de population du niveau m est donree p
dN/dt = - Ayn Njm = Bnn Nm | + By N |
n m n m m n Bnm | B.nn | Amn
émission émission  absorption
spontanée  induite En

Les coefficients An, Bmn €t Bim SONt les coefficients d’Einstein.fAse mesure er'et mesure
I'inverse de la durée de vie des niveaux (factéamdrtissement des raies).

A I'équilibre statistique, on a dMdt =0, d’ou l'on tire :

I = (Am/Bmn) / [ (Bam N /Bmn Nim) =1 ]

D’apreés la loi de Boltzman, W, = (g/gm) exp [— (&-Em) /KT ], et d’autre part lest égale a
l'intensité spectrale de rayonnement du corps Bqird’ou il vient :

| = (An/Bmn) / [ (Bom Gn /Bron Gm) €Xp(— (E-Em) /kT) —1]=(2h >/ C) / [exp(h /kT)-1]
En identifiant, on trouveAmn/Bmn=2h 3/ C2 et By Gn = Bum O, avech = Eq-E,  (11-13)

Les coefficients f,sont reliés au coefficient d’amortissemenmttroduit plus haut. En effet, sans
champ de rayonnement, on a :
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de/dt =- Amn Nm =- Nm
m

n<

Amm =-Nn mavecn = Am =1/
n<m n<m

m est I'inverse de la durée de vigdu niveau m

Les coefficients Bnsont reliés aux forces d’'oscillateur pgs=(om C/ € By h mn  (11-14)

Il — 9 Amortissement collisionnel ; théorie de I'inpact de Weisskopf

Les collisions, tout comme I'agitation thermiquenstituent un facteur important d’élargissement
des raies spectrales. Nous allons utiliser idhétie la plus simple, celle de I'impact de Weiggko
qui a ensuite entrainé de nombreux développement.

Soit ¢ la durée entre deux collisions. On assimile I'aégmerturbe par la collision a un oscillateur
harmonique qui émet pendant le temyfini un train d’onde de la forme A'e, o étant la
fréquence propre de I'oscillateur. Le spectre degaunce de ce train d’'onde de durée fipist

égal a |F(,t)|2 ou F(,t) est la transformée de Fourier que I'on calpae:

T . .
F(H)=A . & oe? tdt=AEE (¢T=1)/(2i(0-))
Nous supposons que la densité de probabilité poeitegtemps entre deux collisions soit égal a t
est une loi exponentielle de marche au hasardmiu(ty) € ' ot est le tempsnoyenentre deux
collisions, avec la normalisatior{1/ ) ' dt. = 1. Le spectre de puissance moyen des trains
d’onde est alors donné par :
E()=_IFCOR () € die= AR [sin( (o)) / (% 0-)3] e d(/)
Faisons le changement de variable ¢ 5l vient :

E()= IA|20+[Sin2( (o) u)/ (3(0-)3€e"du=|AP/(22) /[ (o )2+ (112 )?]

On normalise la fonction E)telle que E()d =1, et on obtient :

E()=/)(/4)I[(o )2+ (/4)2]avec =2/ (II-15)

Il s’agit donc d’'unprofil Lorentzien d’amortissement =2/ de demi largeur en fréquendd

La difficulté consiste maintenant a évaluer I'arissgment, donc . Pour ce faire, on introduit la
section efficace de collision(m?) qui est telle que :

N(v)=1
avec N densité () des particules perturbatrices, v leur vitesseenog, et temps moyen entre
deux collisions, v étant la distance moyenne parcourue par les pateurs entre deux collisions.
Si la distribution des vitesses est une loi de Melkvon av = (8 k T/ m )2, T température, k

constante de Boltzmann, m masse des projectilema&ssant , N et v, on en déduira= 1/ Nuv.

Le calcul de revient au calcul du paramétre
d’'impact p des perturbateurs, supposés aller en < vt
ligne droite a la vitesse constante v.

fo

2 r(t)

= Ig

r(t) = (r2 + v2t2)'? est la distance du projectile & I'instant t.
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Weisskopf suppose que I'effet de la collision esgénérer un changement de phase de I'oscillateur
delaforme =G,/
Ou G est une constante et p un nombre entier dépedddatnature de l'interaction :

-p=2 effet Stark linéaire (interaction Hydrogen particule chargée)

-p=3 collision résonante (interaction entrexdatomes identiques)

-p=4 effet Stark quadratique (interaction atorrarticule chargée)

-p=6 forces de Van der Waals (interaction eatoenes de natures différentes)

Weisskopf calcule alors le déphasage total intitagkari la collision :

+

= dt = q) (rOZ + V2t2)’p/2 dt = q) ro-p (1 + V2t2/62)-p/2 dt

Onposeu=vtir

+

= Gr™hW @+uw?du ot Q+ud?du=  ((p-1)2)/ (p/2) = ,

formule dans laquelle(x) est la fonction Gamma telle quél/2) = , (1) =1, avec la formule
de récurrence(x+1) = x (x), permettant de calculer le coefficient numeeigp:

2=, 3=2, 4= [2et =3 /8 pour p=2, 3, 4 et 6, selon la nature de lasiolt.
Le calcul du parametre d’'impaetrepose sur I'hypothése= 1, ce qui donngr~ [v/ (G, p)] 1p
dont on déduit 'amortissement :

=2/ =2 Nv=2 rNv=2 Nv[v/ (G p]**" (11-16)

Il est important de constater que I'amortissemerarie comme N ¥¥'®1 et Jorsqu’on introduit
la dépendance de v en fonction de la tempétarucemmeN T2

-p=2 effet Stark linéaire :varie comme N T2
-p=3 collision résonante :varie comme N

-p=4 effet Stark quadratique varie comme N 7
-p=6 forces de Van der Waalls varie comme N T/

On notera que cette présentation tres simplifieeemmet pas de rendre compte du petit décalage
observé en fréquence (effet Lindholm).

Il existe des tables donnant a N T en fonction du projectile et de I'atome perturBgl'on prend
comme perturbateur I'atome d’Hydrogéne, on a pamle 107 ny TO° (1 + my/m)>*°s?
avec m densité des atomes d’Hydrogéne €l my et m respectivement masses de I'atome
d’Hydrogene et de I'atome perturbé. Il est intéaassle comparer le rapport des largeurs
collisionnelles et naturellesq /' nat dans I'atmosphére solaire (pour un atome de nasseique
mu/m << 1) sachant qu’une valeur typique de la largeuurelle est d&0® s*.

variation de Tde 0 500 km 2000 km: 6400 K 4170 K 10000 K

variation de pde 0 500 km 2000 km: 2 1m*® 210"'m® 210'm?

donne la variation deo / nade 0 500 km 2000 km 40 0.3 10*

L’élargissement collisionnel domine donc dans latphphere et s’efface dans la chromospheére.

Il — 10 Convolution des profils Gaussiens et Lorerziens, profil de Voigt

La demi largeur Doppler p = ( o/ C) (2 k T/ m}’? est souvent insuffisante pour rendre compte
de la largeur réelle des profils de raie, c’estrgoai on est souvent appelé a introduire une \étess
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de macroturbulencewe distribution Gaussienne, tout comme la distitioudes vitesses
thermiques autour de ¥ (2kT / m}*2.

On sait que le produit de convolution de deux Gansgs de paramétrasetb est une nouvelle
gaussienne de parameétre ég@azx+ b2 }?

La demi largeur Doppler devient doncp = ( o/ C) (Ve + W22 = ( o/ C) (2 + 2 k T / m§”

En ce qui concerne les profils Lorentziens, le piode convolution de deux Lorentziennes de
parametrea etb est une nouvelle Lorentzienne de parametre é@al-eb). les largeurs naturelles
des deux niveaux de la transitiap, , et collisionnelles .o sont donc additives.

Le profil général est donc la convolution d’'une &sanne de largeur Dopplerp = ( o/ C) (Vi +
v2)'? et d’'une Lorentzienne de largeutd =[ m+ n+ ca]/4 , que I'on appelle profil de Voigt,
donné par la fonction de Harris, tabulée et caldalaumériquement :

H(a,u) = (a/)_+ e¥/(a2+ (u-y)2)dy otu=(—- o)/ peta= /(4 p) (11-17)

< Profil de Voigt Exemplg de Qrofil de Voigf[,
convolution d’'une Lorentzienne de

largeur & mi hauteur/4 =1 et
d’'une Gaussienne de largeur a mi
hauteur (In2Y* =1

Le cceur du profil de Voigt est de
type Gaussien alors que les ailes
<4 Lorentzienne sont Lorentziennes

<— Gaussienne
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Chapitre 3

Introduction au transfert de rayonnement

Il — 1 quelques définitions

Avant d’aborder I'équation de transfert de rayonaetmqui permet de calculer I'intensité
émergente I(W m? st* Hz") en fonction de I'intensité incidente, via I'éqjaet de transfert,

nous devons introduire

guelques définitions de base : 7 A |
|
ZA

d Surface
direction 0 Couche servée
du rayon 1
lumineux

ds

6 y 'Mtérieur stellaire
= COS 0< < /2ou0< <1 [2 < < ou-l< <C
intensitésortante de I'étoile intensit&ntrante dans I'étoile

On considére un pinceau lumineux sortant de laesarfle I'étoile sous I'angleavec la normale
dans I'angle solide d=sin d d telque0< < et0< <2.Lerayon sortde I'étoile sil'on a
0< < /2ousi0O<(=cos)<1etentredanslétoilesi2 < < ou-1<( =cos)<0.

Quand on observe le centre du disque solaire,tcdn es 0, =1 ; quand on observe le limbe
solaire, onesta= /2, =0. On choisit un axe vertical Oz orienté veextérieur de I'étoile et
orthogonal a la surface. Par contre, la profondetigue, nulle a la surface de I'étoile, augmente
vers l'intérieur. La couche de I'étoile observéeaprofondeur optique unité, le centre de I'étoile
étant & profondeur optique infinie.

L’énergie lumineuse qui passe dans le cone d'asujlde d , au travers de la surface dS, dans le
temps dt, et entre les fréquencest +d est:

dE =1 cos dS d dtd | en Joules

L'intensité lumineuse Ise mesure en Wsm? Hz?!

On définit l'intensité moyenn& par| J=(1/4) | d | (-1) intégré sur les 4stéradian de tout
'espace avecd=sin d d

Le flux d’énergie radiative traversant une surfdBesous I'angle est| F= | cos d (n-2)
intégré sur les 4stéradian de I'espace.

Le flux sortant est intégré pour 0 < /2 et le flux entrant sur/2 < < , I'intégrale ci dessus
représantant le flux net, somme des flux entrarmgemrants. Si le champ de radiation est isotrope,
par exemple lorsqu’on est en équilibre thermodyamiavec I= B fonction de Planck, le flux
netestnul,carcos d = cossin d d =0 (0< < et0< <2).0n définit aussi :
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H=(1/4) lcosd =F/4|etK=(/4) | cos?2d | (-3) intégré sur les 4stéradian

J , H , K sont donc les différents moments dpdndérés par = cos.

Il — 2 Densité d’énergie radiative et pression rdiative

Considérons un élément de volume dV, de sectioh@§uantité d’énergie entrant dans dV par dS
dirigée dans le pinceau d’angle solidesbus I'angle et pendant dt est égale a :

dE =1 cos dSd dtd avecdV =dS cosC dt
On en déduit: dS coglt=dV/C

dE /dvd =1'd /C=dU

Intégrons sur les 4stéradian :

la quantitg U =(1/C) | d

est une densité volumique d'énergie par unité de
fréquenceet se mesure en Jhiz?

CommeJ=(1/4) 1 d ,onendéduit]; U=(4 /C)J (A m*HzY| (n-4)

Si le champ de rayonnement esttrope,alors | d =1 d =41 etU =4 /C)I

La pression du rayonnement se déduit dedEcos dS d dtd de maniére simple en
remarquant que deos =P dS Cdtd d, ou P, cos dS constitue la force exercée sur
I'élément de surface dS, pendant le déplacementdeésiphotons durant de temps dt, dans I'angle
solide d et entre les fréquenceseét +d . Donc:

P =1 cos? / C est la pression radiative par stéradian etipée de fréquence (Pa'stiz")

En intégrant sur les 4stéradian, on obtient la pression radiative p#@géute fréquence:

P=1cos2d /C=(4 IC)K (enPaHZ)| @u-5 (remarque:1Pa=1J%n

ouK =(1/4) | cos? d . La pression radiative correspond a un transgfartpulsion d’origine
photonique, la quantité de mouvement du photort égale a h / C.

Il — 3 Cas particulier : rayonnement isotrope (indépendant de = cos)

Si l'intensité de rayonnementdst isotropeelle ne dépend pas de= cos et les formules se
simplifient. En intégrant une premiére fois sude 0 a 2, on obtient :

d =2 sind =-2 d,et variede 1la-1lorsquevarie de 0 a

1

-1
d = -12 d = l2 d =4 doulontireJ=1etU =4 /C)I

1

De méme, d = 21 d = 0doulontireH=F =0
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1
et 2d = 2l 2d = 4/3doulontreK=1/3etP=(@4 /C)I /3

Comme la densité volumique d’énergie par unitéréguence est U= (4 /C) | , on en déduit
que P = U / 3. Pression radiative par unité de fréquencdemsité volumique d’énergie par unité
de fréquence apparaissent donc synonymes. Onés@mé :

Cas du rayonnement isotrope

J=1,H=F=0,K=1/3=J3/3,P=@4 /IC)I /3=U/3,U =4 /C) I (111-6)
Le flux net est nul, ce qui signifie que le fluxtemt est égal au flux sortant, ils sont égaux a
Foue=2 | d pour variantdeOal, sdfp,:= |

Fn=[2 | d |pour variantde-1a0,sdi,|= |

lll — 4 Diffusion, absorption, et émission du raymnement

Pour résoudre les questions de transfert de raypoemie on décrit les processus d’absorption,
d’émission et de diffusion par des coefficients rnacopiques dépendant de la fréquence.
Considérons un volume dV de matiére, de sectioetdf® longueur ds, de masse volumique

L’énergie absorbée par cet élément de volume peételéamps dt, entre les fréquencest +d ,
par un pinceau lumineux dans I'angle solideeast:
dE =k | dSdsdd dt

ds

| W{\ |+d|>

. Y

ouk est le coefficient d’absorptionouopacité relié a la section efficaced’absorption par la
relation :k = N, enm2 N nombre de particules par unité de volamei®, en kg m-3, et k
en mz/kg.

Le libre parcours moyen des photon®st donné pdpm=1/(k )=1/( N)

En présence de processus de diffusion, on intratudoefficient de diffusion, souvent appelé

(et a ne pas confondre avec une section efficac®lld sorte que I'énergie diffusée par I'élément
de volume dV pendant le temps dt, entre les frécegenet + d , par un pinceau lumineux dans
I'angle solide d est:

dE = | dSdsdd dt

de sorte que I'effet combiné absorption/diffusiertmduit par I'ajout des coefficierits +

L’énergie émise par I'élément de volume pendateneps dt, entre les fréquencest +d , par
un pinceau lumineux dans lI'angle solide elst:

dE =j dSdsdd dt

j , coefficient d’émission, se mesure en Wiy * st*

A I'équilibre thermodynamique avec le champ de rayonnement, gnak B (T), ou B(T) est la
fonction de Planck. Lorsqu’on fait I'hnypothese damsmilieu de température non uniforme, que les
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propriétés de la matiére dans un petit volume lesntnémes qu’a I'équilibre thermodynamique
pour la température locale, on dit qu'on esEdi. (équilibre thermodynamique local).

Il = 5 Equation de transfert du rayonnement

La variation d’énergie du pinceau qui traverseehéént de volume dV pendant le temps dt, entre
les fréquenceset +d, dans I'angle solide destdE =dl dSd d dtde sorte que:

dldSdd dt=j dSdsdd dt-kl dSdsdd dt,

ce qui aboutit a I'équation de transfedl /ds= (j -k | ) (-7)

On introduit lafonction source | S=j /k | qui se mesure comme l'intensité en W kiz* st*

Avec cette définition, il vient : dds =- k (I -S)

La profondeur optique définie pad =-k dspermet d’aboutir a I'équation de transfert :

di/d =1-S

dont la forme générale en tenant compte de latirec faite entre le rayon lumineux et la normale
a la surface :

di/d =1-S | avec| =cos (111-8)

d =-k ds=- Nds,ds abscisse curviligne le long de la dioectie propagation, koefficient
d’absorption, masse volumique, ou une formulation équivalente¢a section efficace (m?), N
nombre d’atomes par unité de volumeijm

L'intensitél =1(, , ) dépend de la frequencede la profondeur optiqueet de = cos.
Dans une atmosphere plan paralléle, on auraitd k dz et | dépendrait de, z, et .
L’altitude d’observation correspond a la profondeptique = 1pour la longueur d’'onde de
référence souvent prise & 500 nm.

La fonction source Sest égale & la fonction de PlanckB(2 h */ ) / [exp(h /kT)—1]
lorsqu’on est el TL a la température T avec le champ de rayonnemetiglesence de diffusion.
En dehors de I'équilibre thermodynamique local,rpouatome a deux niveaux m et n, la fonction
source prendrait la forme

S=@2h 3/ /(gnNn/ g Nm—1), les populations n’étant plus régies paoiaé Boltzmann.

D’une fagon générale, si 'on a &TL une contribution d’absorption et d’émission theqos(k

B ), plus une diffusion continue des photismtrope ( J, Thomson par les électrons libres,
Rayleigh par les atomes ou les moléculegtant le coefficient de diffusion), alors on é&rir
S=(kB+ J)/(k+ ),

Soit S = B en absorption/émission pure de rayonnement, eulSen diffusion pure isotrope.
Dans le cas d’une raie spectrale superposée dondrcontinu, on aurak = ke + k; ou k;
désigne le coefficient d’absorption du continucklui de la raie pondéré par le profil d’absorption
de laraie (un profil Lorentzien, Gaussien ou de Voigt endiion de ).

L’équation de transfert a pour solution générale :

2
1(,)=1(, )et®V +e¥ 1S(t) e’ dt/ (111-9)
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Lorsque O 1 l'intensité est sortante de I'étoile; lorsque -1 0 l'intensité est entrante.

Par exemple, si I'on connait le rayonnement émer@éenbase de la photosphere solaire 1) en
= , alors on peut calculer I'intensité au dessus &n;, dans la chromospheére, connaissant la
fonction source entrg et ».

CasouO 1:
L’intensité est sortante et provient du centre’émile ou I'on fait I'hypothese que
On obtient alors en posant ; :

1(,)=e' S@e’ di/  pour 0 1| 10

Lintensité émergente a la surface de I'étoiledesicl ( ,0) = S(t) e’ dt/
0

cas simples S(t) =a+btdonnera( , )=a+b +b etl( ,00=a+b
S(t)=a+bt+ctzdonnetd ,)=a+b(+ )+c(2+2 +22?etl( ,00=a+b +2c 2

Casou -1 0:

L’intensité est entrante et on fait 'hypothese fae connait I( , 0) intensité entrante a la surface
de I'étoile en ,= 0. On obtient alors en posant 1:

I(,)=I(,O)e’—e’OS(t)e'”dt/ pour -1 O

Si 'on néglige lintensité entrante a la surfaeel’'étoile, alors on obtient la solution

1(,)=-¢ SO e’ dt/ pour -1 0 | @1y

lIl — 6 Equations de Schwarzschild — Milne

Il s’agit de déterminer les fonctions3(1/4) 1d , H=(1/4) | d,K=(1/4) | 2
d , parintégration sur,avecd =-2 d , -1 1, en prenant la solution de I'équation de
transfert trouvée ci dessus, a savoir :

1(,)=¢e’ S@)e’ d/ pour 0 let I(,)=-¢€ OS(t)e'” dt/  pour -1 0

Faisons ce calcul pour Jfonction qui dépendra deet de :

1 1 0
JO)=%1(,)d =% 1(,)d +% 1(,)d
-1 0 -1

1 0
JO0=% e s®e’ d/ 1d -% ' s@e’ dv ]d

On effectue le changement de variable x =ddns la I'intégrale de gauche et x = -@lans la
l'intégrale de droite de sorte que x varie de 1 &dans les deux cas

J()= 1/21 [ S@)edix]dx +¥ 1[e'x OS (t) & dt/x] dx
Intervertissons I'ordre des intégrales sur t (pnoEurs optiques) et x (angles)
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J()=% SO 1e'x(t')/xdx]dt +¥ S() [ el'x('t)/xdx]dt

J()= % S()[ 1e'x""/xdx]dt =% S (t) Ex(It- |) dt et JO) = ¥ 0S(t) Ea(t) dt

Pour K( ), on a dans les 2 intégrales un factéudonc 1/x2 aprés le changement de variable, d’'ou :

K()=% SO 1e'X't"/x3 dx]dt = % S() E(lt- df et K(©0) = % S() Es(t) dt

Pour H( ), on a dans les 2 intégrales un factedonc +1/x aprés le changement de variable, d’ou :

H()= % S| 1e‘x(")/x2 dxJdt-%2 S() [ e‘lx( Y /x2 dx] dt

H()= % S({)Ext- )dt - % So(t) Ex( -t) dt | dont on déduit le flux total net(F) =4 H ()

F()=2 S()E(t-)dt -2 So(t) Ex( -t)dt | avec H ) = F( )sortant* F ( entrant

Flux sortant { )= 2 S(t) Ex(t- )dt et Fluxentrantf) = -2 0S (t) Ex( -t) dt

A la surface de I'étoile en= 0, on avait négligé I'intensité entrante. Orutre bien H0)entran= 0 ;
dans ce cas :
Flux sortant = Flux net = [0) = 2 S (t) Ex(t) dt

0

Annexe : les fonctions exponentielles intégrales:

Ce sont les fonctions &) = . (e /") dt avec n entier positif ou nul et x positif
Eo(X) = €*/ x

Ex(x) =, € /t)dt=- —Inx +k:1(-1)k+1 X</ (k k!) pourx >0

n

n
est le nombre d’Euler ou lim k[(iL/k) - 1(1/x) dx]1=0.577
n =

Les autres fonctions ) se déduisent de;&) de proche en proche par la relation de récaaen
En+1(X) = [€” - X Ey(X)] / n valable pour n 1, donc relation utile pour le calcul dg Eg....

Par exemple, £x) = € - x E(X) ; Es(X) = %2 [ (1 - X) & + x2 E(X) ], etc...

Il existe aussi une relation entre.@fx)/dx et E(x): dE+1(x)/dx = - E(x) pourn O

Limite en zéro Limite en + : Ey(X) O pour tout n
Eo(X) + La relation de récurrence ci dessus donne uivaent :
E1(X) + E.(x) ~ €/ x pour tout n lorsque x +

En(X) 1/(n-1) pourn 2
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Fonctions
exponentielles
intégrales En(x) en
fonction de x, pot:

n=0
n:1 ..............
n=2"—"~"~""""""
n=3 """
Il — 7 Moments de I'équation de transfert du raycnement
Moment d’ordre e I'équation: di/d =1 -S
Il consiste a intégrer sur les 4téradian d'angle solide:d[ d ]/d =1 d - Sd

Remarquantquel d =4 Jetquel d =4 H eten faisant 'hypothese que la fonction
source Sest isotropec’est a dire indépendante dele telle sorte queS d =4 S, il vient avec
d =-2 d, variantdela-1pourdeOa :

dH/d =J-S (1-12)

Moment d’ordre Ide I'équation: di/d =1 -S

Il consiste a multiplier par puis a intégrer sur les 4téradian d’angle solide :

dl! 2d]Md =1 d -S d

Remarquantquel d =4 H etquel 2d =4 K eten faisant I'hypothése que la fonction
source Sest_isotropec’est a dire indépendante dele telle sorte queS d =0, il vient :

dK/d =H (1N-13)

lll — 8 Condition de I'équilibre radiatif

Une atmosphére est en équilibre radiatif si I'éreepgrdue par un pinceau de rayonnement est
€gale a I'énergie recue par ce pinceau :

Energie perdue :

[ k1d]Jd=k[ Id]d=4 kJd carpardéfinitonE (1/4) 1 d
0 4 0 4 0 4
car k ne dépend pas de

Energie recue :

[ jd ]Jd=k[ Sd ]d =4 k Sd car Sne dépend pas de

0 4 0 4 0

La condition d’équilibre radiatif s’écrit donc ains
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kJd=kSd (11-14)
0 0

Pour une atmosphéggise (k , J , Sindépendants dé, cette égalité se traduit par =S, J et S
étant les quantités indépendantes de la frequ@stte égalité reste vraie pour les quantités J et S
intégrées sur la fréquence sek est indépendant (il sort alors des intégrales)su

Reprenons I'équation de transfert () dl /dz = -k | + ]
Et intégrons sur I'angle solide et les fréquences.

W/ )didz] | d d]=1 (-k1+j)d ]Jd =1 (kI +j)d]d =0
0 4 0 4 4 0

En effet, I'équilibre radiatif impose la conditiorg- k1l +j)d =0

Comme on a par définition E | d |, flux radiatif net, on en déduit :

dF/dz =0ou F =F d est le flux net intégré sur les fréquenges

Le flux total d’énergie radiative (entrant + sortant) est domastantdans I'atmosphere.

A I'équilibre thermodynamique, lorsque= B fonction de Planck indépendante deon aF = 0
car d =2 d =0( variantde -1 a1).

Le flux entrant est donc égal au flux sortantelcalcule aisément sachant que

B= Bd= T enwstm?
1

1
Fox=2 B d = B= T* (enWn¥) etFou=-Fi

[l — 9 Un premier modéle simple : le cas gris etdssombrissement centre bord

L’atmosphére grise a pour particularité d’avoir gaantités (intensité, fonction source, coefficient
d’absorption) indépendants de la fréquence : dest un modeéle d’école qui n’existe pas, mais
présente néanmoins l'intérét d’expliquer correctentassombrissement centre bord du soleil.
Nous reprenons les équations de base :

di/d =1 -S devient par intégration sur les fréequencegl/d =1-S
avecl=1d etS=Sd

Nous supposerons que la fonction source S peuetieensous la forme d’une fonction affine de la
profondeur optique: S() =a + b ou a et b sont deux constantes.

L’équation de transfert a pour solution,l) = e’ S(t) ¢/ dt/
Par intégration avec (= a + b , on obtient facilementI( )=a+b +b
Par intégration sur les 4téradian, on calcule J, H et K:

J=(U4) 1d =(1/2) Id (card =-2 d)
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Ontrouve J)=S()=a+b

H() =(@/4) 1 d =(/2) I d =b/3=constante, d'ou I'on pose b =3 H
EtlefluxnetF() = I d =4 H() =4 H = constante

K() =(/4) | 2d =(/2) | 2d =(a+b)/3=3()/3=S()/3

Pour exprimer a en fonction de H, on doit examiaesgiflux sortant et entrant:

0
Fou=-2 | d =2 (a/2+b/3)

OnabienF=§+F,=4b/3=4 H
-1
Fin=-2 0I d =2 (-a/2+b/3)

La détermination de a résulte du fait qu’il n’yucan flux entrant dans | ‘étoile :
Fin = 0 implique a = (2/3) b = 2 H, et par conséquem=F=4b/3=4 H

En conclusion, on obtient le modeéle simple :

I(,)=H2+3 +3)
J)=S()=H2+3) (I1-15)

A la surface de I'étoile, on a par definitio 0, d'ou: I(,0)=H (2+3)
Au centre du disque de I'étoile, on & 1, d’ou : 1(1,0) =dentre= 5 H

On peut donc écrire la loi d'assombrissement céotrd : | 1( ,0) = kentre(2/5 + 3/5 ) | (11I-16)

Celle ci prédit guau limbe ( = 0) l'intensité n’est plus que @4 lcentre

Remarques importantes sur le cas gris:
Le résultat, ici exacK( ) = J( )/3 est souvent utilisé en premiere approximatiorogtepe nom
«d’approximation d’Eddington », ce résultat est exact également dans les ilsadropes.

Dans une atmospheére ou la fonction source esbEmtie moment d’ordre 0 de I'’équation de
transfert donne : diti =J - S et le moment d’ordre 1 donne : d& =H.
Par intégration sur les fréquences, il vidRfd =J — SetdK/d =H

Comme I'équilibre radiatifmpose k J d = k S d , cette équation devient dans le cas gris
Jd = S d,cestadire]l = Spar intégration sur les fréequences. Dans ce cagbtient
dH/d = 0qui entraind = constante etK( ) =H + Cte.

L’hypothése d’Eddington K§ = J()/3 fournit J() =3 H + Cte = S(), c’est a dire confirme
I’hypothese que nous avons formulée au départya@irsgue la fonction source est une fonction
affine de la profondeur optique.

La connaissance de JE S() =H (2 + 3 ) permet d’établir une loi de variation de la temgpére
avec la profondeur optique, sachant qu’a I'équélittrermodynamique ona B S, ou B est la
fonction de Planck. Apres avoir intégré sur legdignces on obtient B = S, avec (voir plus haut) :

B= Bd= T enwstm?
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On en déduit T*/ =H (2 +3), soitencoreT*=To* (1 +3/2 ) avecH= T¢*/(2 ), formule
dans laquelle J= T( =0) températurele surfacede I'étoile, que I'on peut relier a la température
effective T en écrivant que le flux sortant de I'étoile, in&gur les fréquences :

Fot=4 H= Tef'/ avecH= To*/(2),

Ce qui donne finalement* = 2 To*, donc| =2 Tex  0.84 T (I1I-17)

Pour le soleil, T;= 5750 K donne J= 4850 K

On remarque enfin que pourE 2/3la température T est €gale a la température BiéeTi; ce qui
permet de définir une « zone moyenne » d’émissianpaofondeur optique 2/3.augmentant avec
la profondeur|’assombrissement centre bord traduit simplemeit lguempérature augmente avec
la profondeur, ou décroit avec l'altitude

lIl — 10 Moyenne de Rosseland

Cette moyenne est utilisée notamment en struatbeenie dans les régions de I'étoile ou la
profondeur optique est importante. Elle provientdesidérations sur la derniére équation :

-1/( k)dK /dz=H

et de sa version dans le cas gris indépendant de

-1/( k) dK/dz =H

Intégrons la premiere équation sur les fréquences:

- 1/(k)dK/dzd = Hd =H

Silon pose H=-1/Kk*) dK/dz =-1/( k¥) dK/dz d, on en déduit un coefficient d’absorption
moyen k* tel que :

1k*= [(1/k)dK/dz]d / [dK /dz]d

K étant une inconnue du probléme, on peut fairgtfaxmation d’Eddington dont on a parlé ci
dessus, valable dans un milieu optiquement ép&is= J /3 et d’autre par) = B ce qui permet
d’exprimer K de telle sorte que dKiz= 1/3 dB/dz =1/3 dB/dT dT/dz. On obtient par ce procédé
la moyenne de Rosseland :

Lk = [(Uk)dB/dT]d / [dB/dT]d (111-18)

avec en outre[dB /dT]d =d/dT B d =dB/dT,
B étant la fonction de Planck intégrée sur lesifeées égaleB= T ( constante de Stéfan).

Avec les approximations précédenté&sjuation de départl/( k) dK /dz = H devient :
-1/(3 k) dB /dT dT/dz = H, dont la forme intégrée sur les fréquences est :

H =- 1/(3 k*) dB/dT dT/dz

Comme par définition H est relié au flux net F gri&sur les fréquences par la relation H=F,/ 4
alors on obtient F = - 4/(&%*) d( T*/dT dT/dz, soit plus simplement :

F=-16 T3(3 k*) dT/dz
Lorsqu’a I'intérieur d’'une étoile le flux net eslié a la luminosité L par la loi F = L/(#), on en

déduit le gradient radiatif dT/dr = - B*/(16 T3) [L/(4 r?)] déja vue plus haut & propos des
équations de I'équilibre stellaire.
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[l — 11 Un second modele simple : le « cloud mobe

Les filaments solaires sont des structures dedlipemosphérique, mais supportées dans la
couronne solaire par des champs magnétiques, bidassus de la basse atmosphére (photosphéere
et chromospheére). En supposant connu le rayonneingrgeant de la chromosphére, sous le
filament, on peut a I'aide d’'un modele simplifidt, @ cloud model », ou nuage, calculer le transfert
au travers du filament, et le rayonnement qui eargm

On se base sur le résultat général de I'équatidradsfert de rayonnement

2
1(,)=1(,)e2 Y +e¥ sme’ dy )

1 / =
Nous supposons pour simplifier 1
gue dans le nuage entreet h
ona: nuage
St)=a+bt )

fonction source affine de

avec ,- 1>0 surface -
intérieur

L'intégration de I'équation donne : v

1(,)=1()e® Y -@+b +b e®> YV +@+b +b ) (111-19)

Dans I'hypothése o2 - 1 seraitpetit devant I'unitéon auraitavec § ;) =a+b
(., 0)=1(2-1(2(2- 1)/ +S(2)(2- 1)

vy v

Intensité  absorption terme source

incidente du nuage du nuage
Dans I'hypothése plus simple encore d’une foncsonrce Sonstante on aurait simplement :
|('1)=|(2)e-(2-1)/ +S[1_e-(2-l)/]

En premiere approximation, si I'on considere la seasolumique et le coefficient d’absorption k
constants entre,et j0n peut écrire,- 1=k h, ou h est I'épaisseur du nuage. On constate
facilement dans ce cas qu’au profil chromosphérlqug se superpose un profil d’absorption du
nuage I( 2) ( 2- 1)/ qui peut étre décalé par effet Doppler swtkun profil d’émission $ ») ( 2

- 1)/ qui peut étre aussi décalé par effet Doppler. eaure du décalage Doppler sur le profil
résultant I( , ;) n'est pas affectée en signe, mais seulementlearygant que la fonction source
du nuage § ») est petite devant l'intensité incidenté 4). Par contre la mesure du décalage
Doppler peut étre totalement erronée et donneigime opposeé a la vitesse du nuage 6ip>

| ( 2), notamment en présence d’'une remontée de laidomeburce (cas des eruptions solaires par
exemple).

Dans le cas d’une fonction sourelle, onal ( , 1) =1( , ;) e‘?

Avecd =- kdzetk= k +k somme des coefficients d’absorption par le conghpar la
raie spectrale de profil , on peut écrire en supposant que les quantitésretgpendantes de
laltitudez: 1 - 2=- (k. +k ) houh estlépaisseur du nuage, d’'ou il découée:q

I (,0)=1(,2exp| (ke +k )h/], cequidonne en supposant h petit :
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I(,0)=1(,2[1-( ke - k= )h/], cequidonne un profil d’absorption en fonctua la
fréquence, la fonction étant maximale au cceur de la raie spectrale.

[l — 12 Un troisieme modele simple : 'atmosphérale Milne Eddington

Nous donnerons comme troisieme modele simple urcage I'atmosphére de Milne Eddington,
qui permet le transfert dans les raies spectraaaahiere simplifiée.
L’équation de transfert est écrite de la facon awiie a IETL :

di/ds=- (ke + +k I+ j =- k1l + j

aveck = k. + +Kk;
ke | estl'absorption par le continu (rend compte dasditions « lié — libre »)
| est I'absorption par diffusion du continu (renangie des transitions « libre — libre »)

kr | est I'absorption par la raie spectrale (rend cendats transitions « lié — lié », étant le
profil de la raie)
j=ke+ ke )B +( +(@-)k, )J ou estunnombre comprisentre O etl
ke B estI'émission du continu dans le champ de rayomemt B

K B est la fraction émise par la raie spectrale damhamp de rayonnement B

J est I'émission par les processus diffusion duiconors raie
(1- )k J estla fraction diffusée par la raie spectrale
Le coefficient sert donc a distinguer les processus d’absorgtmission et de diffusion dans la
raie : si =1, on a une raie en absorption/émission pure =%, on a une raie de diffusion pure.
Nous prendrons dans ce qui suit= 0 pour simplifier (pas de diffusion par le conij. Dans ce
cas,onad=- (k. +k ) ds etl'équation de transfert devient :

di/d =1 -B (ke + ki Mke +k )-IJ 1-)k Ike +k )
Posons =k  /k. (notons au passage que>> 1 dans le cceur des raies caest trés grand)
did =1 -B@aQ+ )a+ )-J@-) /a+ )
Posons maintenaft=(1+ )/(1 + ), alors I'équation de transfert se met sous la éorm
di/d =1 -fB-(1-f)J
Rappelons que Eest la fonction de Planck etekt I'intensité moyenne. Pour traiter des raies
d’absorption pure, on prend= 1 donc f= 1 et dans ce cas S B ; pour des raies de diffusion pure,
on prend =0donc f=1/(1 + ), dans le coeur des raies fortes, entrainef OetS
J ; le cas général est une combinaison des deugrr(aim et diffusion).
L’hypothese de Milne Eddington porte sur le comparent affine de la fonction Bn fonction de
la profondeur optique :

B=a+b =a+b /(1+ )oub=Db/(1+ ), avec a et b constantes

Nous prenons d’abord le moment d’ordre O de I'éguade transfert par intégration sur les angles
solidesdoncsur(d =-2 d avec variantde1la-1):

dH/d =J -fB-(1-f)J =f@J-B)

car le moment d'ordre O deB + (1 - f) J est égal a lui méme (quantités ne dépendant pas.de
Nous prenons ensuite le moment d’'ordre 1 de I'éguate transfert :
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dk/d =H

car le moment d’'ordre 1 deB + (1 - f) J est nul (quantités ne dépendant pas)de
Nous faisons I'approximation d’Eddingtéh = J dont on déduit du moment d’ordre 1 que
H = dJ/d etenremplacant dans le moment d’ordre O, oieibtine équation sur:J

d/d =f@U-B)
CommeB =a+b estaffineen , onpeutécrire: d(J-B)d = f (J -B )dontlasolution

estJ=B + exp[-(3f)¥? 1+  exp[(3f)*? Javec , ' constantes, dont on élimine la
seconde solution pour éviter la divergence lorsque , donc il reste :

J=a+b + exp[-(3f)? ], H=b/3-3B)?( 13)exp[-(3)* ]| an-20)

De cette derniére expression, on tiréti= b/3- (3f)¥? /3

Milne et Eddington font I'hypothése (condition dimites) quel (0) = 3 H (0) ce qui permet de
calculer la constante = (b -a 3) / ( 3 + (3f)"3), d’ou I'on tireJ .

J=a+b +[(b a3)/(3+(3f)1’2)]exp[ (3f)¥2 ]
LefluxvautH= dJ/d = b - @3f)*?[(b -a 3)/( 3+ (3f)Y9) ] exp[-(3f)? ]

PusS=f B +(1-f)J=a+b +(1-f)[(b-a3)/(3+(3f)"")]exp[-(3F)"? ]
Et enfin par intégration ( , )=e’ S(t)e” dt/ , on trouve l'intensité
I(,)=a+b( + )+exp[-3H)"* ] (1-f)b-a3)/[ 31+ f)1+ (3))

A la surfacede I'étoile en =0, on en déduit l'intensité et le flux émergents

I( ,0)=a+b +(@-f)b-a3)/[3@Q+ f)1+ (3f)?)

HO)= (b+aBf)*/@+ f) (11-21)

Le traitement déabsorption continue « lié — libre »permet d’introduire par normalisation au
continu le flux résidudR = H (0) / Heont(0) et l'intensité résiduelle =1 ( ,0) / lcond( ,0)

On suppose pour traiter I'absorption contimue k =0donc =0doub=betf=1
Hcon{0) = H(0) = 1/6 (b+ a 3)
Iconl( ,0): |( ,0):a+b

Le flux résiduel est donc obtenu par :
R =H (0)/Heon(0)=2[b +a(3f)*]/[(b+a 3) (L + f) avecb=b/(1 + )

Et l'intensité résiduelle par :
r=1(.,0)/lon( ,0)={a+b +(1-f)b-a3)/[3(L+ f)L+ (3f)?)}/(a+b)
toujours avec b= b/(1 + )

Cas patrticulier n°1: les raies de diffusiomavec =0
Danscecas, £1/(1+ )
On s'intéresse au cas limite dans lequel les saasfortes ( ),alorsb QOetf O
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im R =0 et lim r = 0, on a affaire a des « raies noires » quelgite

Cas particulier n°2: les raies d’absorptionavec =1

Dans ce cas, £1

R=(b+a3)/(bta3)avecb=b/(1+ )

r=(a+b )/(a+b)c'estlaloide variation centre bord en fonctam

On s’intéresse au cas limite dans lequel les smasfortes ( ),alorsb O
Iim R =a3/(b+ta3) etlm r=a/(a+b),

Cette loi signifie que le contraste des raies diraia mesure qu’'on s’approche du limbe.
Au centre disque on auraitE a /(a+b)<1letaulimbe = 1:lesraies ne sont plus visibles.
Il — 13 Processus de diffusion et la redistributio des fréquences

L’énergie diffusée par I'élément de volume dV =dkSpendant le temps dt, entre les fréquences
et +d, par un pinceau lumineux dans I'angle solideedt:

dE = o dSdsdtdd 04R( , %, )l-d’'d /4 =] dSdsdd dt
i=o R(,, ,)l:d’d /4

04
R(,’, , ) estlafonction de redistribution en fréqueneesy le coefficient de diffusion total (la
dépendance en fréquence étant intégrée a R).
R(,’, ,)d’'d /4 d d /4 représente la probabilité qu'un photon arrivamtsdéangle
solide d entre les frequenceset +d soit diffusé dans I'angle solide dentre les fréquences
et '+d '. Cette probabilité est normalisée a 1 par intégnasur , ', , et .

On parle ddiffusion cohérentelorsqu’il n'y a pas de changement de fréquence (). Dans ce

cas,R(, ", , )= ( -)YR( , "),avec fonction de Dirac et est le profil d’absorption.
On parle daliffusion cohérenteet isotropelorsque la partie angulaire R’( ’) = 1. Dans ce cas
précisj = J = o J ouJ est/lintensité moyenne.

La diffusion n’est pas toujours isotrope. Par exiemgians la diffusion Thomson par les électrons
ou la diffusion Rayleigh par les molécules, R’(") = ¥a (1+cos?), étant I'angle entre le rayon
incident et diffusé.

On parle ddiffusion isotrope lorsque la partie angulaire R’( *) = 1. Dans ce cas précis, on a:

= o, R(, )[4I'd 4 1d’= OoR(' )J-d
On parle deedistribution compléte lorsqueR( , ') = -ou  est le profil d'absorption c’est
a dire qu’il n'y a pas de corrélation entre le mmoincident et diffusé. On obtient alors :

j=o _ 3
Dans le cas simplifié d’'une raie spectrale en tetdigion compléte isotrope pour les processus de
diffusion ou I'on ne tient compte que des processliss — libre » (k coefficient d’absorption du
continu) et « lié — lié » (k  coefficient d’absorption dans la raie) :

k = ke +k

j =(ke + ki )B +(1-) ke o J.d’
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Le coefficient sert a distinguer les processus d’absorption/éomss de diffusion: si = 1, on a
une raie en absorption/émission pure ;si0, on a une raie de diffusion pure. Dans celaas,
fonction source s’écrit en redistribution complatec = k; Ik :

S =ik =1+ A+ B+A-)[ /(1+ )] -J-d” (11-22)

Et I'’équation de transfert devient une équatiofédéntielle intégrale (Figure dans S.
lIl — 14 L’atome a deux niveaux hors ETL
Considérons de nouveau I'équilibre statistiqueeedux niveaux m et n. Soit,t N, les densités

volumiques (en i) des populations des niveaux m et n, soumiseailbeurs a 'intensité spectrale
de rayonnement (W m? Hz ! st%).

Em
La variation de population du niveau m est donrage p
dNp/dt = (- Nm — Nm | + Bam Ny | d /4
m/ ( Amn m an m nm n ) Bnml Bnnl Amn
émission émission  absorption c
n

spontanée  induite
avec pour unités 4 en §" et Bn,en m2 &
et ceci dans I'angle solide d
est le profil de la raie qui vient pondérer le mwend’atomes effectuant la transition a la
fréquence m, sachant que par intégration sur les fréquenced =1 (on suppose, en
redistribution complete, que les profils d’absarptet d’émission sont identiques). est bien sar
trés étroit et sa contribution n’est importante daas la raie au voisinage de,

Les coefficients fn, Bmn €t Bim sont les coefficients d’Einstein, par ailleurséglpar les relations
Am/Bmn=2h 3/ C2 et BnGn = Bun0n, avec hmn = En- En, gn et g, étant les poids statistiques
des niveaux m et n.
Les coefficients Bnsont reliés aux forces d’'oscillateynf(nombres sans unité) par I'intermédiaire
de la section efficace d’absorption (m2) intégndelas fréquences et calculée plus haut :

ot = fam[€7 (4 omC)] =Bmh mn/4 , Brnen m2 3
doufomn=(omC/ €2 Bmh mn

L’énergieperdue par unité de temps du niveau m est donnée par :

dE =- (dNy/dt) dV dth = (dN/dt) dS ds dt havec dV = dS ds (surface dS x longueur ds)

dE = (AmnNm+ B Nm | -BumNp1)dSds dt h pmad /4

Cette énergie perdue est égale a 'augmentatid@mergie rayonnéde =dl dS d dt, dont on

déduit par identification:

dl =(Amn Nm+ BonNm | -BimNp1)ds  h /4

L’équation de transfert devient, si I'on introdsé surcroit en incidence non normale au volume dV
dl /ds = (Ann Nm + Brn Nm | -Bam Na 1) h /4, soit

Introduisons 'opacité k intégrée sur les fréequariedle que
K=(NyBrm-NnBmn)hmn/4 =[ €24 om C)] (N,fam— Nmfmn)
avec Byn Om = Bim On, ON @ ausSinf, gm = fum g d’ou I'on déduit :

K=(NyBrm-NmBmn) hmn/4 =[ €4 om C)] fam (Nn— NmGn/Om)
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L’équation de transfert devientdl/d = (I -S) avecd=- kds (111-24)

Avec S = Ny Amn/ ( Nn Bam— N Brn ) = (2 h 2/ C2) Np Bin/ ( N Bam = Nin Brnn ),
Ouencore S= (2K /C2 /(NyBum/NmBmn -1)=(2h3/C? /(Nygn/Nng, -1)

La fonction source] S=(2HA/C? /(Nygn/Nng -1) (111-25)

dépend donc des populations des niveaux m et rsegaient donnés par la loi de Boltzmann a
'ETL (et dans ce cas S serait égale a la fonae®lanck pour la fréquencgy). Ici, pour
déterminer le rapport N Ny, nous considérons I'équation de I'équilibre statist du niveau m :
dN/dt = 0 en redistribution complete des fréquentemdenant compte désux de collisions

Cmn provoquant une transition entre les niveaux m@tnCpn est le nombre d’atomes passant par
unité de temps et de volume des états m versuiceetersa pour NCy, ):

Nm [Amn + Bmn Jd + Cmn] = Np [Bnm Jd + Glm]

Les coefficients &, et G sont liées par la relatidd,* Cmn= Np* Chm 0U Ni* et No* sont les
populations a I'équilibre thermodynamique donnéasla loi de Boltzmann, ce qui donne :

Com = Cnn (O/g0) €" "7 IW* / Np* = Con/Cron = (Gn/gn) €E™EVKT (111-26)

On transforme I'équation d’équilibre statistiqguelsant que :
mn=(C2/ 2h3) Am
Bim =B Om/h=(C2/ 2h 3) Amn Om / h
On obtient alors :
NoGn/Nmoh =[1L+(C2/2h%  Jd +GCn/Amd/[(C2/ 203  Jd +e" " Cr/Amd
D’ou I'on déduit, aprés quelques calculs :

S= [ Jd + (2h 3 / Cz) e—h /KT Cmn/Amn] / [1 + Cmn/Amn(l _ e—h /kT)]

On pose’ = Con/Amn(1 - €"*T)

Alorsonobtient S=[ Jd + 'B]/[1+ 7 | (I-27) avecB =(2h 3/C?) /(¥ -1)

La fonction source apparait donc comme la sommeeddomposante ddffusion non cohérente
(redistribuée sur les fréguences) et d’'une soilreemique. La source thermique représente les
transitions créées par excitation collisionnellgyies par désexcitation radiative (dans le champ d
rayonnement B. Le terme 1 +’ du dénominateur est un terme « puits » qui repriesles
transitions par désexcitation collisionnelle swsvpar une photoexcitation radiative.

Pour résoudre I'équation de transferdl /d = (I - S) avec d =- kds, on distinge

l'intensité sortante (, ) pour O et l'intensité entante(l, ) pour 0 (ou encore ( ,- ) pour
0) en faisant le changement de variable suivant :

U(, ):1/2“(! )+I(!' )]1

avec dl (,)d = (I1(,) -S) pourl'intensité sortante

V(! ):1/2“(! )'l(,' )]’

avec- dl (,-)d = (I (,-) -S) pourlintensité entrante

Additionnons ces deux équations de transfert. Qiewo dv(, )/d = (u(,) -9)
Soustrayons ces deux equations de transfert. Genobtdu ( , )/d = v (, )
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Avec la définition classique de la profondeuropdd =- k dsona:
dv(, )d =u(,)-Set du(,)d =v(,)

La combinaison de ces deux équations dodrd#u ( , )/d 2=u(, ) - S qui est une équation
différentielle du second ordre suy ), dont on déduira aprés résolutiofy )= du(, )/d ,
puis les intensités sortantes et entrantes. Ldisoloe peut étre quaumeérique (équation intégro
différentielle) en raison de @épendance de S en Jdonc des intensitas.

Pour résoudre cette équation, on utilise généraleomemme condition aux limiteg0,- ) = 0,
faisant I'hnypothese d’une intensité entrante n@tajne seconde condition pour une seconde valeur
de . On rappelle que le profil de la raie s’exprime a I'aide d’une variable nolis&e x selon :

Profil du typeDoppler (Gaussien) : (x) = €</
Oux=(- my)/ pavec plargeur Doppler de la raie.

Profil du typenaturel ou collisionne(Lorentzien) : (x) = (1/ ) / (1+x?)
Oux=(- m)/( /4) avec amortissement de la raie.

Profil convoluéde Voigt :
)= (@®*) eY/(az+(xy)2)dy oux=(- ¢/ peta= /(4 p)

+

et (x) estnormalisée: (x)dx =1
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Chapitre 4

Effet Doppler ; lumiére polarisée ; effet Zeeman, et Hanle

IV — 1 Mesure des déplacements de matiere macroséqpes par effet Doppler

Lorsque les atomes sur la ligne de visée sont arvementglobal par rapport a

I'observateur, les raies spectrales d’absorptiod’émission se décalent vers le bleu ou vers le
rouge d’'une quantité égale a (dans I'approximation relativiste) :

=- 9V /C
Ou ¢ est la longueur d’onde au repos, et v la projedtio vecteur vitesse le long de la ligne de
visée. Le signe — indique un déplacement versde pbur un mouvement d’approche et vers le
rouge pour un éloignement. La méthode usuelle stmnaiévaluer le décalage en longueur d’'onde

= 1— oentre le profil {( ) du pixel étudié et un profil moyen de référenge)len mesurant
leur écartement, chacun pouvant étre repéré emdénmgi’'onde par la méthode du centre de gravité:

[ @-W()d 1/1 (@- ()N d ]région étudiée et
[ @-0(DNI)d T/T @-(®( )DI)d ] référence soleil calme  (Iv-1)

1
0

l'intégration portera sur un domaine
spectral égal au double de la large
mi hauteur de la raie (de l'aile bleu
I'aile rouge).

<4—— tache

<4—— Bord solair
Effet Doppler sur la raie H

L’expression 1 - ¢ ))/I; est une fonction de poidgi est maximale au coeur de la raie (proche de
1) et diminue progressivement vers les ailes. lraaipe d’intégration doit étre égal au double de la
largeur Doppler & mi hautede la raie. On met a profit I'effet Doppler pauesurer la vitesse du
plasma dans I'atmosphere solaire. En fait, cetesse peut étre trouvée différente selon qu’on la
mesure au cceur de la raie, aux points d’'inflexionlans les ailes. En effet, les cceurs de raie sont
formés plus haut dans I'atmosphére que les ailesy. a aucune raison que le mouvement du
plasma soit uniforme. La méthode du centre de grgrbposee ici opére une moyenne.
Numériquement, un décalage Doppler de 1 Angstrofi£10.1 nm) correspond dans le rouge a
une vitesse de I'ordre de 45 km/s. Ce sont dessateque I'on rencontre dans les éruptions. En
général, dans le soleil calme, les vitesses nesgépaipas quelques km/s, de sorte que les vitesses
Doppler imposent un décalage souvent faible, utieedeaction seulement de la largeur Doppler de
la raie, qui est de quelques centaines de mA psurdies solaires larges.
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IV — 2 Effet Zeeman — approche classique

Lorsque les atomes sur la ligne de visée sont pwdgns un champ magnétique, les raies se
scindent en plusieurs composantes. Dans I'effetnaee« normal », on observe deux composantes
décalées de part et d'autre de la position deidesans champ, et polaris@@culairement autour
de la direction du champ magnétigqgee I'on appelle + et -. Il existe une troisieme composante
centrale polariséinéairement dans la direction du champ magnétique et appelépasante .
La composante n’est pas décalée par rapport a la position Ieitie la raie sans champ.

Si le champ est puremdohgitudinal (orienté dans la direction de I'observateur), on ne
voit que les deux composantes décaléest -. Sile champ est puremeanansversal (orienté
dans le plan du ciel perpendiculairement a I'obstewr), on voit les 3 composantes mais elles
apparaissent toutes trois polarisées linéairenbesicoOmposantest et - vibrent
perpendiculairement au champ magnétique et la ceampe est paralléle au champ magnétique).
La realité est toujours un mélange des deux sitngti

L'interprétation de cet effet nécessite 'usagdadeécanique quantique. On peut
néanmoins a l'aide d’'une théorie classique basékosgillateur harmonique en découvrir quelques
aspects.

Considérons un électron de masse m et charge misauwne force de rappel, et plongé
dans un champ magnétique B le long de I'axe odettéon vibre dans le plan (xOy) dans la
direction du vecteur.
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m dr/dé +fr =qd/dt B (force de Laplace)

En projection sur Ox et Oy avedX, y, 0) etB (0, 0, B):
m o’x/de + f x = g dy/dt B
m ofy/d + fy = - q dx/dt B

Posons u = x + i y alors les 2 équations peuvétrge : m du/df + fu + qidu/dtB=0
Cherchons des solutions sous la forme u =A'e

Alors 2+ (@B/m) — o> =0 avec o°=f/m
Posons = o+ avec [ o<<1
llvient =xqB/(2m)=+2 _avec_ -qB/(4 m)appelédréquence de Larmor

De =2 C/ ,ontre =+ ?gqB/(4d mC)=+2 _/C

Ce qui montre g’en présence d’'un champ longitudimralassiste a I'apparition de 2 composantes
séparéesde =+ 2 | /C. Numériquement, avec Ben Gaussenh A: =+46710° *B

L’écart en énergie entre les deux composantest - est donnée par :
E=h =2(h/2) =2 (qB/2m)=2 gB
ou g = q / (2m)est appelénagnéton de Bohrou moment magnétique de I'électron.

La mécanique quantique introduit un factgti(facteur de Landé équivalent) qui dépend des
nombres quantiques L, S, J des niveaux haut eddkstransition et donne :

=+[q/(4 mC)] *g*B=+4.6710° ?g*B (IV-2)

La mesure de I'écartement des composantes Ze2mgmpermet donc de mesurer les champs
magnétiques. Mais comme en général, les compossmieépeu séparées en intensité, on doit

recourir a I'analyse de la polarisation de la lumjée décalage entre les composantes pouvant étre

mesureé beaucoup plus facilement sur les profilStdkes V().

IV — 3 Effet Zeeman — approche quantique

Les niveaux d’énergie des atomes sont discretgaitifiés par des nombres entiers ou demi entiers

introduits par la théorie quantique. Pour déctétat d’'un atome, on a besoin de connaitre :

- le moment cinétique orbital tothlde I'ensemble des électrons de I'atome

- le moment cinétique se spin to&tle 'ensemble des électrons de I'atome

- le moment cinétique totdl= L + Sde I'ensemble des électrons de I'atome dans leahd
couplage spin orbite (entier ou demi entier)

- la projection mdu moment cinétique total J de I'ensemble dedréles de I'atome sur un
axe, par exemple 'axe Oz.;me peut prendre que 2 J + 1 valeurs discretesipess
(entieres ou demi entiéres) telles que : -ty J

Un atome caractérisé par les nombres L, S, J pesseconfiguration notéezzS+1 L
et son énergie ne dépend pas de m

Il'y adonc2 J + 1 niveaux de méme énergieon dit qu'’il y a dégénérescence.

Le niveau L =0 est noté S, L =1 est appelé P2lest nommé D, etc...
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IV — 3 - 1 Les transitions quantiques

Lorsqu’un atome absorbe un photon, il se produgt nae d’absorption (méme mécanisme pour
I'émission). La fréquence du photon correspond a la différence d’énergieedet niveaux de
départ LSJ et d’'arrivée L'S'J’:

E=h =hC/ =|EBEsy —Ess]

Les transitions quantiques sont soumises a dessrélgl sélection établies par la mécanique
guantique. Emouplage L,S pur(ce n’est pas toujours le cas), on aura :

S=0, L=0,21, J=0,£1, et my;=0,%1 (IV-3)

Exemple transition Cal 4227 A

'ss Py
p, J:0 1
L:0 1
S:0 O
'Sy Multiplicité 2J+1: 1 3

IV -3 -2 Effet Zeeman

En présence de champ magnétique, la dégénérestenoeseaux d’énergie (2 J + 1) est levée et
chaque niveau L S J se scinde en 2 J + 1 sousuxivdant I'énergie dépend maintenant dgcjon
n’est pas intervenu jusqu’ici.

- La transition m; = 0 est ditecomposante ; elle est polarisée linéairement dans la
direction du champ magnétique (direction de pcddias = direction du champ électrique
décrivant 'onde électromagnétique). Si le chamgmédique se trouve dans la direction de
la ligne de visée, c’est a dire longitudinal, alarsomposante est invisible.

- Les transitions m; = £ 1sont ditescomposantes + et -. La polarisation est circulaire
droite ou gauche autour de la direction du chamgnétque. Lorsqu’il est orienté dans le
plan du ciel, c’est a dire transverse, I'observatait en réalité deux polarisations linéaires
orthogonales a la direction du champ magnétique.

Exemple transition Cal 4227 A my

1p, 4 1 { E=@ /2mB
A 0
-1

1 m
S J
0
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La variation d’énergie E entre les sous niveallxS’J’'m 5 etLSJm; est donnée par la mécanique
guantique :

E=h =-hC [/ ?=( /2mB(g my—gm))= gB (g my—g m;)

gy et gsont les facteurs de Landé des niveaux haut eddtstransition. lls sont donnés par :

gr=32+[S(S+1)-L(L+1)]/[2F (IJ+1) ]
0;=3/2+[S(S+1) - L(L+1) ]/[ 2 (J+1) ] (IV-4)

s = e! / 2m est le magnéton de Bohr ou moment magnétdqu&lectron.

Pour la transition my=0, E=h = (e! /2m)B (g — @) my donne des valeurs symétriques
autour de rg= O : le centre de gravité de la composante se déplace pas.

Un cas particulier important ou il n’y a que 3 casantes:
Lorsque S=S'=0,onaJ =LetJ=L, doggg=1
Danscecas,Ezh =-hC /[ ?=(e!/2m)B my= gB my

IV — 3 - 3 Effet Zeeman « normal » et effet Zeema# anormal »
effet Zeeman « normal »

En spin nul (S = S’ = 0), les sous niveaux corresipot aux états’S’J’'m ; etLSJIm;sont

equidistants, la différence d’énergie entre 2 sousaux adjacents étant égaléeh / 2m) B = g

B. Compte tenu de la régle de sélectian; = 0, £ 1 on observera doBecomposanteZeeman

ecartées de la difféerence d’énergie=h =0 (composante), E=h =z(e!l /2m)B =%
s B (composantes).

effet zeeman « anormal »

En spin non nul (S S’ 0), les sous niveaux correspondant aux éf&9'm ; etLSJIm; nesont
pas équidistants, la différence d’énergie entreus siiveaux adjacents étant égaléesh/ 2m) B g

= gBgrou(el /2m)Bg= g B gcarg g;: on observera donglus de 3 composantes
Zeeman. Dans ce cas d’effet Zeeman « anormal mtiaduit pour simplifier la notion de centre de
gravité des multiples composantes +, - données par la régle de sélectian; =0, + 1.

Le centre de gravité de la composante ( m; = 0) est centré sur la transition sans champ
magnétique E=h=hC/ =|Bsy — Bsj|

Les centres de gravité des composantes et - ( m; =+ 1) sont décalés par rapport a la
transition sans champ magnétique de lavaléurh =+ (¢ /2m)g*B =t g B g, oug* est
le facteur de Landé équivalent qui se calcule @éordmule suivante :

=% (@+d)+Ya(g-a) (JU+1)-J(J+1)) (IV-5)
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CasoluB O nzh'("] M J)

A
Cas ou / 1
25+ » = / $ E'=( /2m)B g
L'y - 0 = gBgr
E
\ 1
\ Transition LSIJm; L'S' I my
-2 en présence de champ magnétique
Eo E une seule transition représentée
B
mj (- J my J)
/ 1
25 / 5 { E=@€/2mBg
\ = 5
-1 El

Eo=h o=|Bsy — Bsj| transition sans champ magnétiguec L=0,+1, J=0,%1
Ee=Eg—E=h =( /2m)B(g my—g m;)= g B (g my— g my) variation d’énergie
en présence de champ magnétique aveg=0, £+ 1

IV — 4 Introduction au transfert de rayonnement enlumiére polarisée
Nous adopterons ici une description classique diamselle le milieu de propagation de I'onde

posséde trois directions propres,(uy, Us) avec trois vitesses de phase différentes. Comsidé
pour ce faire une onde plane se propagéans la direction zdans le repéree{, e, &) .

€1 uz y
E 1
E
z
> - - > >
e Direction de
& propagation de |
Us lumiere

Dans le repéreug, U, Ug), le long de chaque axe la lumiére se propage awvecdice de réfraction
(n, mp, mg) de sorte que le champ électrigike(qui n'a de composante que sei; &) peut
s’exprimer dansus, Uy, U3) sous la formé = E u exp[2i (nz/ - t)] pour =1, 2,3, avec
fréquence de I'onde et= C/ la longueur d’ondeans le vide

Les vitesses de phase de I'onde le long des axesi us) sont (C/n, C/np, C/ng). Attention : les
vecteurs (3, Uy, U3) sontcomplexes de sorte que .u * = 1 etu .u * = 0 (pour ) ou * désigne
la quantité complexe conjuguée.

On a égalementdanslerepee &, &), E=E e+ E e
On s’intéresse au transfert des parametres deS{hke, U, V) de la lumiere définis par :
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| =B E* + E; BEx* Paramétres de Stokes dans le repeiee, &) (IV-6)
Q=B E*-E,E* * désigne la quantité complexe conjuguée

U=KF*E,+ E E*
V=i (El* E2 - El Ez*)

Considérons l'égalite = Ecex= E u exp[2i(nz/ - t)]pourk=1,2et =1,2,3

Effectuons le produit scalaire avec
E= Eu.gexpl2i(nz/ - t))]= E Cjexp[2i(nz/ - t)]pourk=1,2et =1,2,3

Les C;=u .g sont les cosinus directeutss vecteura ( =1, 2, 3) sue; ete,

Effectuons le produit scalaire avec:
Execu*= E exp[2i(nz/ - t)]= ECy*pourk=12et =1,2,3
Les C;=u .g sont les cosinus directeurs des vecteusire; ete,

Nous prenons maintenant la dérivée spatiale enEgde E C;exp[2i (nz/ - t)]:
dg/dz= (2in/)E Cjexp[2i (nz/ - t)]

orE exp[2i(nz/ - t)]= EC*pourk=1, 2, dou il vient par substitution :

dg/dz= [ (2in/)C; Cy*]Ekx double somme pourk =1, 2 et pour 1, 2, 3
et la quantité conjuguée dElz = - k[ @2in/)C* CylEX

L’équation de transfert des parameétres de Stolddisht par dérivation de la quanti{e # E*Ex
pour j, k=1, 2 car elles sont reliées aux pateeséle Stokes |, Q, U, V par les relations simples
| =111+ loo, Q =hi-log, U=lo+ 1, V=i (|12 - |21), et réciproquement .

li1=%(1+Q)
l22="%(1- Q)
|12:1/2(U—|V)

o1 =1 (U + | V)
On obtient par dérivation deg 4 eéquations du premier ordre a 4 inconnggdob, li2, lz1:

dl/dz = d(E*Ey)/dz = dE*/dz Ex + E* dE/dz pourj, k=1, 2

dans lesquelles on ajdEIzz-I [ @Gn/)C* C|E* etdEk/dz:| [ RQin/)Ck C*E,

Les produits du type fEx font apparaitre lescIdans les membres de droite. Les 4 équations du
premier ordre aux 4 inconnues, llz, 112, I21se transforment en 4 équations du premier ordré sur
Q. U, V par combinaison linéaire et on obtient toakuls effectués I'équation de transfert:

Q "u v |

didz| Q = - " v -ul| |Q (IV-7)
U -V " Q U
V U - Q " \/

Les coefficients de la matrice ne dépendent queadsiaus directeurs G=u .g des vecteura sur
e etey (j = 1, 2)ainsi que des facteursi2/ ( =1, 2, 3) apparus dans la dérivation. Si I'ongpos

n=1+ +ik (IV-8)
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avec 1 + et k respectivement partie réelle et imaginaire deg@sdde réfraction ndans les trois
directionsu , les coefficients de la matrice s’écrivent :

1=21 k (ICaP+]C2P)

"o=21 Kk (IC4*-|C2P) Q=21 (IC4P-IC2P)
"u=2 / k ZRE(C]_ C 2*) u=2 / ZRE(C]_ C 2*)
"y=2 / k 2Im(C1C2*) v=2 / 2Im(C1C2*)

Le probleme pour résoudre I'équation de transfertsiste maintenant a identifier les indices de
réfraction n dans les trois directions

IV — 4 — 1 Formation des raies en présence de chammagnétique

Uo
€ Ux
E B
z
> |
& B/ Direction de
& propagation de |
Uy lumiéere

On choisit un vecteur unitaing colinéaire au champ magnétigBeet on définit un triedre direct
(ux, Uy, Uo) tel queux Uy =up. L’angle est I'angle du champ magnétigBeavec la ligne de visée
et 'angle est son azimuth.

La projection du champ magnétique sur la ligneidéee; est B// = B cos.
Le champ transverse est 8 B sin dont les projections sug et e, sont respectivement (B sin
cos , B sin sin ). Le vecteuB; appartient au plare{ ). On a B2 = B//2 + B.

On définit a partir deuy, uy, deux autres vecteurs complexes (avec i nombre e®pmaginaire
pur) définissant une nouvelle base, (u., up):

us = (U +iuy) 2

u.= (ux-tuy) 2

Ces vecteurs ont pour propriétés*.u, = 1,u*.u. = 1 (normés)u.*.u. = u,*.up = 0 (orthogonaux)
Appelonsu avec =-1, 0, 1, respectivement les vectawrsup, U.

Onremarque que Up=1i u avec =-1(pouru), =0 (pourug), =+1 (pouru.)

C’est dans cette base.(, u., ug) que I'on va rechercher les indices de réfracfrann, ny). Pour ce
faire, on considére un oscillateur harmonique (éecde charge —e et de masse m) dont I'équation
du mouvement de vecteul(r., r., ro) S’écrit dans le champ de I'onde électromagnétkuen
présence du champ magnétidia,, d’'une force d’amortissement et de rappel: :

mdi/dtz+m dr/dt+ m 2r=-eE-ed/dt (B up)

oUE = (E., E, E) €' 'dans le repérai{ , u, up), E étant contenu dans le plas, )
On développe ensuite le vectewsur la baseu;, u., ug) en posant = X U,
de sorte que Up= X i u impliquedr/dt up= dx/dti u
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Dans cette base, I'équation du mouvement devidonigdeu pour =-1,0,1:
d2x /dtz+ ( + i eB/m)dx/dt+ @2x =-e/mE e'"
En recherchant les solutions sous la fornre & €' !, on obtient rapidement :

a=-elmE/[ - 2+ ( eB/m)—i ], soitencore:

a=-eMmE[ - 2+ (eBM)+i 1/[( - 2+ (eBM)2+2 7

Posons | = eB / (4 m) fréequence de Larmor de I'électron et 2 , et plagons nous au voisinage
de la fréquence de résonangeée sorte que?2- 2 2 o( - o), on obtient alors :

a:(eE/82mo)[-o- |_-i/4 ]/[('0' L)2+(/4)2]

Pour calculer I'indice de réfraction mssocié a la direction du déplacementam recherche le
moment dipolaire de I'électron défini pBr= -er et dont les composantes de I'amplitude dans le
repere (., U, Ug) sont p = -e a. La polarisation du milieu est définie par#-N e a ou N désigne

le nombre d’électrons par unité de volume. L'indilgeréfraction s’obtient en écrivant que :

D= E= (E+P,dontles composantessont® E = oE +P

n2= [ ¢=1+P/(oE)=1-Neal(oE)

n2=1-(Nezl820mo)[-o- |_-i/4 ]/[(-0- |_)2+(/4)2]

orn =1+ +ik donne au premierordre2n 1+2 +2ik cequidonne et k:

=-(Ne2/162m o) ( - o- U/[( - o- L2+ (/4)7 profil de dispersion  (1v-9)

k = (Ne2/162om o) (/4 )/[( - o- )2+ (/4 )3 profil d’absorption  (1v-10)

IV — 4 — 2 Matrice de transfert du rayonnement

Les coefficients de la matrice de transfert nétessla calcul des cosinus directeurs des 3 vesteur
(us+, U, up), sachant que dang(e,, &) on a:

Uo = (sin cos, sin sin , cos)

Uy est obtenu simplement de en changeanten + /2:

ux = (cos cos , cos sin , -sin)

uy est obtenu simplement de etug par uy =uUp Uy :

uy = (-sin , cos , 0)

On en déduit:

us = (U +iuy)/ 2=(cos cos -isin,cos sin +icos,-sin)/ 2

u.= (U -iuy)/ 2=(cos cos +isin,cos sin -icos,-sin)/ 2

Connaissant maintenant les coordonnéesude \{, up) dans le repéree{, &, €;), on peut calculer
aisement par produit scalaire leg €u .g pour =-1 U.), 0 (o), +1 (U+), qui sont leurs cosinus
directeurs sue; ete,:

Co1=sin cos

Coz2=sin sin

C11=(cos cos -isin)/ 2
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Ci2=(cos sin +icos)/ 2
C.a1=(cos cos +isin)/ 2
C.2=(cos sin -icos)/ 2
D’ou I'on déduit:

|Coaf? + |G2f? = sin? |Go1l? - |G2? = sin? cos2
|C11l? + |G2? = (1+cos?)/2 |Go1? - |G2? = - sin? cos2 /2
|C.14]? + |C12f? = (1+c0s?)/2 |Go1l? - |Go2? = - sin2 cos2 /2

2Co1 Co2* = sin? sin2
2Cy1 Cio* = -sin? sin2 /2 —icos
2C11 Cy2* =-sin? sin2 /2 +icos
On peut avec ces cosinus directeurs évaluer ld8aterts de la matrice en posant C/ ¢ :
122/ Kk (|IC1P+|C2? =(Ne2/4omC)[ osin2 + (1+cos?) ( 1+ 1)/2]/2
"o=2/ k (IC12-|C2)=(Ne2/4,mC)[ o-( 1+ 1)/2]sin2 cos2 /2
o=21 (IC 1]2- |C22) = (Ne2/ 4omC) [#o- (#.1 +#1)/2] sin2 cos2 /2
"u=2/ k 2Re(C1:C*)=(Ne2/4mC)[ o-( 4+ 1)/2]sin2 sin2 /2
u=2/ 2Re(C1 C *)=(Ne2/ 4omC) [#o- (#.1+#1)/2]sin2 sin2 /2
"v=2/ k 2Im(C1Cy*)=(Ne2/4ymC)cos ( 1— 1)/2
v=21 2Im(C 1 C ,*) = (Ne2/4ymC) cos (#.1—#1)/2
formules dans lesquelles on a introduitpesfils d’absorption et de dispersion normalisés

(intégrale sur la fréquence égale a 1) provenatitrdiice de réfraction complexe s 1 + +ik
pour =-1,0,+1:

o=1 (14)I[( - 02+ (/4 )] centré eng

1= 1 (14)I]( - o- L2+ (/4) centré eng+ | (décalé vers le bleu)

A= (1A)I( - ot L2+ (/4)] centré eng- | (décalé vers le rouge)
Et (IV-11)
#o=-1 (- o)/[( - 02+ (/4)] centré eng
#1=-1 (- o0- O)/[( - o- 2+ (/4)7 centré eng+ | (décalé vers le bleu)
#a1=-1 (- o+ )/[( - o+t L?2+(/4)3] centré eny- _ (décalé vers le rouge)

Le coefficient multiplicatif(Ne2 / 4,mC) est égal N 1) OU o = €/ (4 omC) représente la
section efficace totale d’absorption intégrée sarftéquences (voir paragraphe Il — 3).

Enmécanique quantique on introduizt un facteur multiplicatif appefiérce d’oscillateurf,, de la
transition de telle sorte quey = fom [€/ (4 o M C)]. La force d’oscillateur est un nombre inférieur
a l'unité (0.641 pour H, 0.119 pour H par exemple).

En présence d'élargissement Doppler, on généradisgrofils d’absorption et de dispersio#

en les remplacant par des profils @mvolution entre uneGaussiennede largeur Doppler p =

( o/ C) (vin2 + VA2 v et w, étant respectivement les vitesses thermiques etadeoturbulence, et
d'une Lorentzienne de largeur /4 =[ o+ o+ cal/4 , qui sont donnés par les fonctions de
Harris H(a,u) et L(a,u) calculables numériquement
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H@au) = (&) e ¥/ (a2+ (u-y)?)dy ouu=(—- o/ peta=/(4 ©p)
Lau) = (1/) (uy)e ¥/ (az+ (u-y)?)dy otu=(- o/ peta=/(4 p)
IV — 4 — 3 Equation de transfert du rayonnement etumiere polarisée

Une premiere généralisation consiste a introduimeterme source S, c’est a dire un vecteur
émission de composante’; $,"o S,"u S, "v S,) de sorte que I'équation de transfert devient :

| Q u "v -9
didz| Q = - " v - U Q

U - v I Q U

V U - Q " \/

A I'équilibre thermodynamique local (ETL),ona B8==(2h %/ C) / [exp(h /kT)=1]

Une seconde généralisation consiste a introduireples de la raie pour laguelle on a établi les
coefficients"|, "o, "u,"v, o u, v en fonction des profils d’absorption et de dispersio# ( =
-1, 0, +1) urcontinu non polariséde coefficient d’absorptiok.

Introduisons la profondeur optique mhr=- kcdzou est la masse volumique du milieu.
v [1-S n no N ny||l-
d/d -u| | Q =18 n Voo | Q
Q U ny -y n ro U
" V Ny l'u -Io n V
En lumierenon polarisée ona | =N o (car L =0 implique o= 1= ), doul'onen

déduitque re" 1/ ( k) =N wr o/ ( k)= o(N wt/ )/ke

Par définition, k= (N /) coefficient d’absorption dans la raie, done h,/ ( ko) = okr/ ke

Le coefficient d’absorption total en intensité raiecontinu s’écrit k = k+ k- o, on remplacera
donc dans la matrice ci dessys=ni |/ ( ko) = ok / keparni=k/kc=1+ ok, / ke pour tenir
compte d'un continu non polarisé. Les autres coieffits seront inchangés. On a finalement en
posantng=k; / ke= (N ot/ )/ ke=N [fam €/ (4 ¢mC)]/ ( k¢), nombre sans dimension :

n=1+nr[ osin2 +(1+cos?) ( 1+ 1/2]/2

No=ro[ o-( 2+ 1)/2]sin? cos2 /2 I n np nu | =S
fo=to[#o0- #.1+#1)/2]sin2 cos2 /2 Q 8 N K -y Q
nu=rp[ o-( 2+ 1)/2]sin2 sin2 /2 dd|U|=|r-v n I U
=g [#o0-#1+#1)/2]sin?2 sin2 /2 \Y, 0Dy -ro N Vv
nv=npcos ( 14— 1)/2

W=y CoS (#.1—#1)/2 (v-12) (IV-13)

IV — 4 — 4 Solution de I'équation de transfert pourdes champs magnétiques faibles

Pour simplifier la résolution de I'équation de s#art, on effectue un développement limité sur la
variable g des profils décalés par effet Zeeman, 1 #.1,#1en fonction de (et de#o.

1= o+ pd od +% g2d2 o/d2et 1= o- gd o/d +% g2d2 o/d 2

51



d’OU( a1+ 1)/2: o+ Y2 g2d? o/d 2
et(_l- 1)/2:- Bd 0/d

Hi1=# o+ gt o/d +% g2d# o/d 2et#t 1=#¢- gdf o/d +% g2d# o/d 2
dOU (# 4 +# )2=H# o+ % g2 d¥ od 2
et(#_l-#l)/2:- Bd#o/d

avec g=[e/(4 mC)] 2g*B=4.6710° %g*B décalage Zeeman
(n=1+n o+ (nd) (1+cos?) g2 d? ofd 2
o= [-1/4 g2d? ¢/d 2] sin2 cos2
lo="ro[- 1/4 g2 d%/d 2] sin2 cos2
nu=rp[-1/4 g2d? ¢/d 2] sin? sin2
ru=mo[-1/4 g2d%o/d 2 sin? sin2

Ny = - NCcos sd o/d

_lv=-mpcos gd# od

Equations de transfert au premier ordre erg pour S = B fonction de Planck

Au premier ordre, les coefficients deviennent :
n=1+n o
np=rlg=Ny=1Iy= 0
Ny = - nCcos sd o/d
fv=-mnpcos gd# od
dou:
did =n(I-B)+nV
dQ/d =nQ+r U
duld =-, Q+nU
dvid =n, (1-B)+nV
Ces equations sont decouplées en et |, V et Q0 pour solution triviale U=Q =0

Dans la premiére équation, le termg\h(ordre 1 en ) est négligeable devant i — B) qui
estd'orde 0 en g, il reste donc a résoudre :
did =1+n o (-B)
J[dV/d = - npcos gd o/d I-B)+(1+n oV

Dérivons la premiére équation sur l'intensité | papport & en négligeant le terme a variation
lente dB/d devant dl/d (qui varie vite dans la raie):

dd (d/d )= nnd o/d (I-B)+(1+n o) di/d

et multiplions cette équation par [- cos g] (en supposant que g est indépendant d¢ :

did ((cos pgdl/d)=-mpcos gd od (I-B)+(1+np o (-cos gdi/d)

En procédant par identification avec la secondatgu sur V, on en déduit sans calcul que :

V()=-cos gdl/d (IV-14)

V( ) est donc au premier ordre eng, proportionnel a la dérivée du profil d’intensl{é) sans
champ magnétiquet est maximal en valeur absolue aux points @xifin de la raie.

Equations de transfert au second ordre ep pour S = B fonction de Planck

Au second ordre en g, on va pouvoir déterminer les paramétres de StQkesU.
L’équation de transfert sur l'intensité | s’écrit :
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did =n(I-B)=(Q+n o) (I-B) car les autres termes sont négligeables (ordren g)
Sur Q et U, les deux équations de transfert segédi) en se limitant au second ordre ep, a :

dQ/d =nQ+m(I-B)
dU/d =n U+ (I-B)

Prenons I'équation sur Q et remplagons les coefitsinet ry par leur expression :
dQ/d = (1+n o Q+mn[-1/4 g2d? ¢/d 7 sin cos2 (I-B)

Dérivons deux fois la premiere équation sur lisiéh | par rapport a en négligeant le terme a
variation lente dBd devant dl/d (qui varie vite dans la raie):

dd (di/d )= nnd o/d (I-B)+(1+ny o)dl/d, puis

d/d (d2l/d 2)= nd? o/d2(I-B)+2md o/d di/d +(1+nry o)d2/d?2

et multiplions cette équation par [- 1/4g2 sin2 cos2 ] (en supposant g indépendant de) :

did (-1/4 g2sin2 cos2 did/d?2) = n[-1/4 g2sin2 cos2]d?2 o/d2(1-B)+2n|[-1/4
g2sin2 cos2]d od di/d +(1+ny o)[-1/4 g2sin2 cos2]d3l/d 2

En procédant par identification avec I'équation @uion en déduit sans calcul que :

Q()=-1/4 g2sinz cos2 dal/d 2

a la condition expresse que d/d dl/d = 0, c’est a direau cceur de la raie pour = . Un
calcul identique en multipliant I'équation d’intét@éspar [- 1/4 g2 sin? sin2 ] conduirait par
identification avec I'équation sur U a JY(=- 1/4 g2 sin2 sin2 d2l/d 2, avec la méme condition.
En conclusion, I'approximation au second ordre @éonn

Q(o) =-1/4 g2sin? cos2 (d2/d ?) = o
U(o)=-1/4 g2sinz sin2 (d?l/d )¢ = g (IV-15)
(Q(o?+U( A =1/4 g?sinz |dFIid % - o
U(0/Q( o) =tan(2)

IV — 5 Mesure des champs magnétiques a partir desapametres de Stokes

Les observations spectro polarimétriques permetieieterminer les profils de Stokes)l, Q (),
U () etV (). Comment interpréter ces observations en termehdmps magnétiques ?

A
ey Champ longitudinal
s By = B cos

oo B/
N N Champ transverse
e \ e B | =Bsin
o ——— Ligne de visée
| .. Bl s azimuth deB

La méthode que nous proposons s’applique uniqueatentaies photosphériques fines et se base
surl’approximation théorique des champs faiblesOn a vu, dans cette approximation, que :

V() =- gcos diid =-4.6710°B, g* 2di/d (IV-16)
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d’ou I'on peut déduire le champ longituding) BB cos ; d’autre part,

Q( o) =-14 g°sinz cos(2) dPlid *=-1/4 (4.67 18°g* *)°B °cos(2) dl/d ? =
U( o) =-1/4 g®sin? sin(2) dl/d ?=-1/4 (4.67 18°g* ?)*B | *sin(2 ) dl/d % - g

(Q*+ W)Y o) =1/4 g?sinz dAid %1/4 (4.67 103 g* 2)?B |2di/d ? - (IV-17)
d’ou I'on peut en déduire le champ transverse=BB sin
etU/Q( o) =tan(2 ) fournit 'azimuth avec une ambiguité de 180°. (IV-18)

Attention : B est eiGauss (1G = 10 T) et enA dans ces formules ; d’autre part, les dérivées
di/d et dfl/d ?sont estimées hors perturbation par le champ miagieét

Nous supposons maintenant pour aller plus loinlgeofil non perturbé par le champ magnétique
peut se mettre sous la forme d’'une gaussienngjiastjunénypothése tres simplificatrice
1()=lc(L—re? O F

Avec r dépression centrale de la raie (hombre cengmtre O et 1) Iniveau du continu,

longueur d’'ondecentrale de larajeet2  largeur de la raie aux points d’inflexion du profil.

La dérivée de I() est maximale (ou minimale) aux points d’inflexiom profil. En ces points
particuliersou = o+ , on obtient :

VII(ox ) =+46710°Byg* reV((@A-re'® N==( e/ ) reVI1-re’?)

En mesurant approximativement r (dépression centetl (demi largeur aux points d’inflexion)
sur les profils en intensité | ainsi que V/I aux deux pics V (situés\aisinage des points
d’'inflexion en o+ ), cestadire VAl o+ ) ouV/I( - ), on peut en déduire une estimation
du champ longitudinal B//, valeur qui peut étreifros ou négative selon que la polarité est Nord
ou Sud, soit sortante ou entrante.

Par exemplesi B, = 1000 G, = 6000 A, g*=1,r=0.75, =50 mA, on trouv&//l 0.25

V/I Exemple de profils de Stol

V/I dans une région active solaire,

raie Fel 6173 A. Les profilg sont
antisymétriquespar rapport a la longueur d’
onde centrale (composanteslécalées)

On peut employer la méme méthode pour estimerdmplttransverse B. Au centre de la raie ou
= o, On obtient :

(Q*+ W)Y (o) =1/4 (467 18°g* °)*B | *[r/( *A-r)]=14( s/ ) [rl(L=n)]
En mesurant approximativement’(® U? )¥%/I au centre de la raie en ¢, on peut en déduire une
estimation du champ transversg BSon azimuth sera donné par= ¥z arc tan (U/Q) enp , a

180° pres

Par exemplesi B| =1000 G, =6000 A, g*=1,r=0.75, =50 mA, ontrouve g =17 mA
et (F+U)Y1 0.10
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Q/l U/l

> >

Exemples de profils de Stokes Q/I et U/l | dansrégn active solaire, raie Fel 6173 A ; les
profils Q et Usontsymétriquegar rapport a la longueur d’onde centrale (compaoiga centree).

Observations télescope
THEMIS

La méthode du centre de gravité pour la mesurehdump magnétique longitudinal
Lorsgu’on ne s’intéresse qu’a la mesure de la caapi@ longitudinale du champ magnétiqyeB

B cos, il existe une alternative a la méthode décritgesisus qui n’est pas basée sur I'intensité des
profils de Stokes V(), mais directement sur les décalages en longuendd degjuantités
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observéeque sont les deux profils [+V) et I-V( ). La méthode consiste a mesurer I'écartement
en longueur d'ond2 g= ;- sentre les deux profils I+V{ et I-V( ) en mesurant I'écartement
des deux composantes Zeeman, chacune pouvang¢@érée en longueur d’'onde par la méthode du
centre de gravité:

[ @-+V()N)d /T (1-(+V())l)d ]et (Iv-19)
[ @-0-v)id T/T @-0-V()e)d ]

1
2

ou I'intégration porte sur un domaine spectral @gatlouble de la largeur a mi hauteur de la raie
(de l'aile bleue a l'aile rouge). L'expression (U=V( ))/Ic) est une fonction de poids qui est
maximale au coeur de la raie et diminue vers les.dia théorie de I'effet Zeeman nous donne :

8=(1- 2)/2=4.6710°B,g* ? (IV-20)
d’oul I'on en déduiBy, (attention : B en Gauss een A dans cette formule).

Champs magnétiques vectoriels : raies Cal 6103 Bee6302 A ; champ longidudinal codé en
couleurs auquel on a superposé des vecteurs (nentés) représentant le champ transversal.

IV — 6 Cas des champs magnétiques non résolus

Les télescopes solaires ont un pouvoir séparaiteitéla une fraction de seconde d'arc (1" = 725
km). Le principal facteur limitant est la turbulenatmosphérique. Les meilleurs instruments
descendent exceptionnellement a 0.15” soit 100 Em.régle générale les champs magnétiques
observés ne sont donc pas résolus, surtout les tébftux minces. Alors que mesure t-on ?

On introduit souvent un facteur de remplissagelliag factor ») signifiant que le vecteur de
Stokes observg = (I, Q, U, V) peut se mettre sous la forme :

S= Sn+(1-)Sm
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Ou Sy = (Imy, Qmy Um, Vi) est le vecteur de Stokes des structures mageétiets,, = (Inm, 0, 0, 0)
est le vecteur de Stokes des structures non mggestion suppose donc que seule une fraction
( << 1) de la surface est couverte par des champgmétigues, seul le vecteurS,, pouvant
donner naissance a un signal polarimétrique. Oargbgsa donc :

V() =-4.6710%B,g* * diyd

En faisant I'hypothese qu’il existe un facteu(voisin de 1) tel queql= Inm, ON pourra en tirer un
champ magnétique appard@it,pp = By

En particulier on constate qu’on ne mesure pasis le produit By qui est leflux magnétique
puisque est proportionnel a une surface

Pour Q, on observera : Qf =-1/4 (4.67 10°g* °)°B °cos(2) dlw/d ? = o,

et de méme pour U, dont on pourra tirer un chamgn@téque apparent tel que|Bpg = B |2
soit finalemenB | .p= ( )Y?B |

IV — 7 Quelques solutions de I'équation de transfeipolarisé

Cette section a pour but la résolution de I'équmtie transfert polarisée, sans faire d’hypothése
contraignante sur les champs magnétiques (contraitea ce que nous avons fait précédemment).

IV — 7 — 1 Solution d’'Unno Rachkovsky pour une atmsphére de type Milne eddington

On se place dans le cadre simple d’'une atmospheitype Milne Eddington ou la fonction de
Planck B est une fonction linéaire de la profondeur optiqu® =By + B; .
L’équation de transfert s’écrit sous forme matiieie

dS/d =M (S-B U)
avecS = (I, Q, U, V) vecteur de Stoked,vecteur unitaire (1, 0, 0, 0), Bt matrice de transfert :

n np nu Ny
Nno N K -y
Ny -v N Ig
Ny Iy -lo

On fait I'nypothése que la matrice M est indépenela@e la profondeur optiquec’est a dire que le
champ magnétique de dépend pas ¢&n module intervient dans les profilg, . #1 #.1, son
orientation dans les anglest ) et que le rapportg¥ ki / kk= (N ot/ )/ ke qui intervient dans
chaque coefficient n’en dépend pas non plus.

Avec B = By + B; , on recherche une solution de I'équation de texhsbus la form& =S+ S;
douS; =M (S5+S; -BoU-B; U)

En égalisant selon les puissances 0 et 1 de en déduit les 2 relations suivantes:

S =BU

et

S =M (S - By U), que I'on inverse pour obteri: M S, =Sy - By U, oSy =M™ S+ By U
La solution d’'Unno Rachkovsky est donc, avgmatrice identité 4 x 4:

S=%+S; =(BiM*+Bglg+B; I4)U
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Le vecteur de Stokes émergest obtenu pour=0, c’est| So=B:M™* U+ ByU (IV-21)
Tous calculs faits, on obtient pa8s = (lo, Qv, Uo, Vo) :

lo=By+ B, [n| (n|2+ rQ2+rU2+ rVZ)]/
Q=-B[nZng+n(mvru—nyry) +rep]/
Up=-Bi[nPny+n(ngrv—nvrg) +rup]/
Vo=-Bi[n2ny+n(nyro—mngru) +vp]/

avecp=(@ro+nuru+nry) et =n2(n2-ng-n?-mn2+i?+ 12+ K32 —p2

Cette solution fournit les profils de Stokes enctoon de B (fréquence de Larmor), (orientation
du champ), p (largeur Doppler), (durée de vie des niveaux, élargissement parsaik), = k;
! ke, Bo, B1. Une grille de solutions analytiques est souvéifisée pour en déduire par une méthode
de moindres carrés les parametres qui minimisenirsintervalle spectral [, ,] la quantité :
2

2= . [(Tobsl0)? + (QubsQo)? + (UobsUo)? + (VobsVo)?] d

0U Sobs = (lobs Qobs Uobs Vobg €tSo = ( lo, Qo, Uo, Vo) sont les profils observés et calculés.
IV — 7 — 2 Solution pour une atmosphére plus compte avec chromosphére

Lorsque I'on veut par exemple simuler une chromesplavec remontée en température, on peut
choisir une fonction plus complexe pour la variatide la fonction de Planck en fonction de la
profondeur optique : BBy + By + B, e ( constante positive).

On recherche une solution de I'équation de trahdf#éd =M (S—B U)
sous laform&=S+S;, +S€
douS - S =M (S§+S +$,€ -BgU-By U-Be U)

En égalisant selon les puissances 0 et 1 deselon e, on en déduit les 3 relations :
{ Si=M (So-BoU)
0=M (S -B1 V)
- $£=M($-BU)

d’oui I'on tire des deux premiér& = B, U puisS =By U +B;M™* U

La troisieme s’écrit (I4+M) S, = B, M U oul4 est la matrice identité. On en déduit :
$=B,( lg+M)*M U

Qui peut aussi se mettre sous la forme

=By ( lg+M)P(M+ 1g- IQU=Bo(lg- ( lg+M)Hu

La solution générale est donc:

S=5+S5, +S€ =[Bold+Bll\/|'1+Bl lg+Be (Ig- ( |d+M)-l)]U

Le vecteur de Stokes émergest obtenu pour= 0, soit

S=S+S=[Bolg*+BiM* +By(lg- ((lg+M)H]U (IV-22)

IV — 8 Polarisation par diffusion résonante, effeHanle et champs magnétiques

Parmi les processus de diffusion, dont les plusgsrsont la diffusion de la lumiere par les
électrons libres (diffusion Thomson) ou par les éoales (diffusion Rayleigh), le phénoméne de
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diffusion résonante dans les raies spectrales salujpr lorsque l'atome excité retombe
immédiatement de facon cohérente vers le nivealegart. On a constaté que beaucoup de raies de
diffusion, lorsqu’elles sont observées au voisinagmédiat du limbe solaire, mais sur le disque
(typiguement 0 < < 0.2), présentent une polarisation linéaire (@ible (par rapport a I'effet
Zeeman) comprise entre 1t 10°. C'est ce qu'on appelle le «second spectre »irsofgar
opposition au spectre classique en intensité. Cagsblarisation de résonanceles raies les plus
polarisées sont Cal 4227 A, Srl 4607 A, Srll 4078BAll 4554 A. Au dessus du limbe, dans les
protubérances, les raies chromosphériques sorgragat polarisées. Dans le cas de la polarisation
de résonance, on attribue la polarisatidi@@airement anisotrope des atomes dans I'atmospheére,
en particulier 'assombrissement centre bord quliésx un gradient de température négatif dans la
photosphére. L'anisotropie de rayonnement dangrasibérances est différent parce qu’elles sont
sont situées au dessus du bord solaire, dans l@rowi: elles recoivent donc un éclairement
conigue, I'axe du cbne étant orthogonal a la lideeisée.

[V — 8 — 1 Polarisation du continu

Il s’agit de la diffusion Thomson par les électrdibses et de la diffusion Rayleigh par les éleasro
liés aux atomes ou molécules.

Reprenons le modéle de l'oscillateur harmoniquedit en Il 3, qui décrit un électron lié a
I'atome par la force — k x avec un amortissement -éx/dt et soumis a une force -e 'E qui
représente I'onde lumineuse de pulsation

Son mouvement est x = X bavec X = (-e/m) E/ (- 2+i ).

On a vu que le coefficient d’'amortissemerstobtient en égalisant la puissance moyenne dissip
par la force de frottement :

<P>=m <(dx/dt)2> =% m (dx/dt) (dx/dt)* =% m |X[]2 2

a la puissance moyenne rayonnée par |'électron :

<Pay> = (14 o) (213) e <(d2x/dt2)2> | &= 15 (114 o) (2/3) €2 (d2x/dt2)(d2x/dt2)* = Y5 (1/4)
(213) ez X 41 C

L'égalitée <R> = <R,p> fournit = (1/4 o) (2/3)e? 2/ (m ) : 'amortissement dépend de la
fréquence.

La section efficace (en m2) d’interaction est définie comme le rapplaria puissance dissipée
<Pr> a la densité de puissance électromagnétiqueantgdoar unité de surface, elle méme égale au
produit C ¢ E2/2 (en W/m?) :

()=<R>/(C oE22)=[&/(6 2m2C)] 2/[( & - 2+ (/2 )]

formule Iégerement différente de celle trouvéeléhdu nous nous étions placés au voisinage de la
fréquence de résonancg

Diffusion Thomson
Les électrons étant libres, on traite ce cas eafdio=0 et = 0 (pas de liaison)

Il vient immédiatement = €7 (6 2m2C) | valeur indépendante de la fréquenceiv-23)

Diffusion Rayleigh
Les électrons étant liés, on traite ce cas enrfhisa 0 (pas d’amortissement)

Dans ce cas, on obtieht( ) =[ €/ (6 2m2CY] */[( 2- 9= w */[( ?- 2] | (v-24)

Si I'on se situe dans le cas o&< o,ou >> 0,alors ()= w */ ¢'= w o/ * Dans le cas
ol les atomes cibles sont constitués d’Hydrogémgyrend o = 1026 A qui est le centre de gravité
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de la série de Lyman (de 912 &4 1216 A). Cetteioslaxplique le bleu du ciel dans I'atmosphére
terrestre.

Distribution angulaire de la polarisation

La lumiére de I'étoile est non
polarisée dans le plan (xOy)
orthogonal a la direction de
propagation.

Si = /2, lalumiére diffusée
est polarisée selon Oy'.

La figure de droite représente
la direction de polarisation de
la lumiere diffusée par la
source

La répartition angulaire de la polarisation en tamrcde (ou de I'angle héliocentriquesi on
s'intéresse au soleil) est donnée par la loi :

P()=sin2 /(1 +cos?)=(1- 3)/(1+ ?)ou =cos (IV-25)

qgui se démontre facilement : en effet, la lumiéreidente non polarisée est telle qugEE> =
<EE/*> = 112, et <GEE/*> = <Ex+E> = 0, donc Q = U =V = 0. La lumiére diffusée aupo
composantes k= E cos et Ey = E, Ses paramétres de Stokes sont donnés par :

I' = <E'xE'*> + <E'JE'y*> = <E,E*> cos? + <EE/*> =1 (1 + co0s?)/2

Q' =<E\E'*> - <E'\E'y*> = <EE*> cos? - <EE/*> =1 (cos? - 1)/2

D’ou le rapport Q'/I' = - P() et toujours U' =V’ =0

Ce facteur P() est multiplicatif des sections efficaces détegemci dessus.
IV — 8 — 2 Polarisabilité des raies

La polarisabilité des raies dépend théoriquemam facteur W de mécanique quantique, compris
entre O (raie non polarisable) et 1 : si J estdenent cinétique total du niveau bas, on a:

pour une diffusion J =-1,J J-1, W, = (J-1)(2J3-3)/ (10J(2J+1))
pour une diffusion J =0, J J, W, = (2J-1)(2J+3)/ (10J(J+1))
pour une diffusion J = +1, J J+1 W, = (J+2)(2J+5)/ (10(J+1)(2J+1))

On constate que pour une transitiah= 0 avec J=1/2 que 3¥ 0, c'est a dire que la raie de
diffusion n’est pas polarisable. C’est le cas deala NaD1 pour J : 1/21/2 1/2

IV — 8 — 3 Dépolarisation par collisions

L’effet des collisions, ainsi que nous I'avons dédans la théorie de Weisskopf, est d’introduine u
déphasage . Il est aisé de comprendre que si I'on part d'polarisation linéaire, une collision
avec un projectile se déplacant le long de I'axev®introduire un déphasage sur la composante E
du champ électrique décrivant I'onde, et rien suiLB polarisation devient alors elliptique. En
moyennant sur toutes les valeurs possibles du dagkail en résulte une dépolarisation.

Nous avons montré que le facteur d’amortissemdhsionnel (qui représente aussi la fréquence
des collisions) o1 = 2/ (ou est la durée moyenne entre deux collisions) peumettre sous la
forme :
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coll = @ N Tb (1+m-|/m)b
Ou a et b sont des constantes, et n la densitgetiegbateurs.
Il existe une densité critique pour lagquelle la durée moyenne entre deux cofisicest égale a la
durée de vie du niveau excité H 1/A ( = A coefficient d’Einstein en’y.
Sil/ >> ,0u ¢ >> , le role des collisions est important, tandis que
Sill << ,0u o1 << , leréle des collisions est négligeable

ne = (A/a) T (1+my/m)®

Le facteur de dépolarisation di aux collisions geuinettre sous la forme :

ke = /( + coII) =1 (1 + conl ) (Iv-26)

Avec les valeurs typiques=A=10° s*, a =10" et b=0.35, on trouve;n 107 T%%*m?3, ce qui
donne dans I'atmosphére solaire avec T = 6408.K,5 10 m™
La photosphére solaire avec une variationglden0 & 500 km de 2 ¥m=>a 2 16* m™ est donc

dominée par les collisions ; ce n'est plus le @tadhromosphere au dessus.

Variation de o1/ de O 500km 2000km: o/ =40 0.3 10°

ke=1/ (1 + o/ ) varie dans ce cas @025 a 0.7 dans la photospherenontrant ainsi
l'importance de la dépolarisation collisionnelleari3 la chromosphére, la dépolarisation
collisionnelle est rapidement proche de 1.

IV — 8 — 4 Effet Hanle

L’effet d’'un champ magnétique sur la polarisati@s daies de diffusion se caractérise par une

dépolarisation des raies et une rotation du plapotkrisation : c’est I'effet Hanle. Celui ci

n'intervient que pour les champs magnétiques fajbitesolus ou non (car la dépolarisation Hanle

dépend du module du champ), lorsque la fréquentaheor | =e B/ (4 m ) est comparable a

l'inverse de la durée de vie des niveauwu A). L'effet Zeeman, quant a lui, concerne ptues

champs forts résolus (il dépend dépend de la grojedu champ), lorsque la fréquence de Larmor
L-e B/ (4 m) est comparable & la largeur Doppler de la raje= ( o/ C) (2 k T/ mj>

Considérons les valeurs typiques solaires : T D6Q0atomes de Fer de masse m atomique 56. On
trouve pour =5000A: 5 310 s*acompareravec 5 10 s*. Un bon ordre de grandeur est
donc p/  100.

Pour p= L,onendéduitB 0.2 T ou 2000 Gauss, champ fort typique des taches

Pour = |, onen déduit B 0.002 T ou 20 Gauss, champ faible typique du lstédine.

LA Effet Zeeman (champs intenses, nA Collisions dominantes : seule
composantes seéparees) une polarisation Zeeman est possible
p| Effet Zeeman (champs forts, nd
composantes non séparees) Peu de collisions : elles sont sans sfieta
Effet Hanle (champs faibles) polarisation induite par I'anisotrojgie
rayonnement

IV — 8 — 5 Diffusion de la lumiére et effet Hanle

Nous nous proposons dans deux geomeétries différelstealculer le facteur de dépolarisation
Hanle ainsi que I'angle de rotation de la directi@npolarisation.
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Nous allons baser notre démonstration sur uneithéwnplifiée basée sur 'oscillateur harmonique
en meécanique classique. Considérons un électrpogiBonr soumis a une force de rappel +ka

un amortissement — mdr/dt et plongé dans un champ magnétigué’équation du mouvement
est: md&dtz2=—m dr/dt—kr —e d/dt B dans le repéree{, &, &) défini ci dessous.

, A€1 , .
E T e’s oscillateur
> E
, lumiére incidente € _ ) ) .
e’ dans la directioe’s lumiére_diffuséedans la directioes
€ €

Le repered’;, €, €'3) est lié au faisceau incident, le repeag €, &;) est lié au faisceau diffuse.
On définit un vecteuny dans la direction du champ magnétique de sortdBgud® up, et deux
vecteuruy etuy définissant aveap un triedre direct, tels qug  uy= Uo.

On introduit également deux vecteurs (avec i norosbreplexe imaginaire):

Us = (U +iuy) 2

u.= (ux-uy) 2

Ces vecteurs ont pour propriétés*.u, = 1,u*.u. = 1 (normés)u.*.u. = u,*.up = 0 (orthogonaux)
Appelonsu avec =-1, 0, 1, respectivement les vectauwrsup, U.

Onremarque que Up=1i u avec =-1(pouru), =0 (pourug), =+1 (pouru.)

On développe ensuite le vectewsur la baseu; , u, ug) en posant = X U,
de sorteque U= X i U
Dans cette base, I'équation du mouvement deviestt ay? = k/m et | fréquence de Larmor:

dx /dt2=— dx/dt— @2x —4 i | dx/dt

On recherche une solution de cette équation dataeix = A exp(-2i t), ce qui donne
-42 2= 2| - #-82 | etavec =2

2. 02:(2 |_—i /2)
On en tire une équation plus simple pouen faisant I'hypothése que | o| << o:

= o+ _—1 /4 pour =-1,0,+1 (IV-27)
et le déplacement = A exp[-2i ( o+ t]e 2 pour =-1,0, +1

Le déplacement de I'électron ainsi obtenu permetémir son moment dipolaire :

P=-er=-e xu= Peg
Dont les composantes dans la based, ;) sontP=-e x u.g pouri=1,2,3

Introduisons les cosinus directeursidesurg : [ Ci=u.g pour =-1,0,+1, i=1,2,3 ,on
déduit :
R=-e ACiexp[2i(o+ oOfe”

Le moment dipolaire de I'électron permet mainterdmtalculer son rayonnement, sous la forme
du champ électriquE = (E;, E, 0) dans la basey( &, &;) défini a grande distance d par :

Ei =d2R/dt2/ (4 od C?), pouri=1, 2 (voir la théorie des potelstietardés)

dont on déduira des valeurs moyennes les cardijaas des parametres de Stokes |, Q, U, V:

| = <EE1*> + <BEEx*>

Q = <BEs*> - <EE*>
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U = <B*E>> + < E*>
V=i [<E1*E2> - <E1E2*>]

Par dérivation dejPon obtient d2pdtz=-e A C[2i (o+ )+ /22exp[-2i( o+ e *
qui au voisinage de la résonance vaut/d® -e [2i o+ /2]2 A Ciexp[-2i (o+ e
d’ou I'on déduit :

Ei=[-e/(4 odC?] [2i o+ /22 A Ciexp[-2i (o+ e "

On peut ainsi écrire les produits moyennés suutéealT (avec double somme sur prenant tous
deux les valeurs -1, 0, 1) :

.
<E'Ep>=[e?/(4 odCY[42 @+ 24 A*Ci A Cj exp2i [(-) v+if2)dde

L'intégrale sur le temps, lorque T est grand, cogeevers *[1-2i . ( - )/ ]™?, on constate donc
gu’elle dépend d’'un facteur H =2, / ; avec cette définition de H, on obtient :

<E*E;>=[e?/(4 o0d C?)?| [42 2+ 2/4)? A*C* A Cj/[1-i(-)H] (IV-28)
(pouri=1,2 et double somme syr =-1, 0, 1)

On a maintenant besoin d’évaluerrA , A étant les amplitudes des oscillations du dipotdasu
base (., u, ug) ; pour ce faire, on suppose que :

A*A =KkE' E' ouFE’ estlacomposante du champ électrique incifiéntans la basauf , u,
Uo), k étant une constante .
Introduisons les cosinus directeurswdesure’;: |C' j=u.e’j pour =-1,0,+1, i=1,2,B

OnaE'= E u = FEjeijdouE = FEju*ej= E;C *
E’; étant les composantes du champ inci@rdans la basee(y, e, €’3) du faisceau incident.

On en déduit & A =k E*C E;C j* (IV-29)
pour , =-1,0, 1 etdouble sommesuri,j=1} 2

Cette formule permet donc de relier*A\ aux parametres de Stokes d@ukaiére incidente
supposee non polarisée de parameétres de Stokesd)’0)

I' = <E’1E’1*> + <E’,E’*>

Q =<E1E'1*> - <E’;E’>*> =0 donc <EjE’'1*> = <E’,E’,*> =12

U =<E*E' >+ <E1E'>*>=0

V' =i [<E'*E’ > - <E'1E’>*>] = 0 donc <E1*E’',> =<E1E'x*>=0

Récapitulatif de la méthode:

1) on se donne une direction incideatget le repére associé’{, €', ;)

2) une direction de diffusios; et le repéere associé (e, )

3) une direction de champ magnétiqueat on construit le repéere.(uu, W)

4) On calcule les cosinus directeurs€u . et C'j=u.ej (pour =-1,0,+1, i=1,2,3)

5) On calcule ensuite AA =Kk E*C iE;C *(pour , =-1,0, 1 etdouble somme
suri, j =1, 2) a partir de I'intensité incidentéfaisceau incident non polarisé tel que que
EWE'*=EE*=112etE1*E’, = E1E'2* = 0)

6) Puis on déterminetE;=[e2/ (4 od C?)?] [42 > + 2/4)? A*C* A C; /[1-i
( - )H] (pouri=1,2 et double somme syr =-1,0, 1)

7) Enfin, on déduit deEE; (pour i = 1,2) le vecteur de Stokes diffusé (ILQV)
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Le résultat dépend de la constante sans dimensmw@H,/ =eB/(2 m)avec  =eB/ (4

m) fréquence de Larmor eft st inverse de la durée de vie du niveau &iins et e respectivement
masse et charge de I'électron). Powr5 10 s, la constante H vaut 1 poBr= 6 Gauss= 6 10*

T, on en déduit que I'effet Hanlé est opérant mas champ faibles typiques du soleil calme. On
verra apparaitre des termes en 1/(1 £ iH) et 141} selon les valeurs respectives de ) variant
de —2 a 2 par pas de 1, donnant dans le résulgdtdes termes en 1/(1+H?) et 1/(1+4H32).

IV — 8 — 6 Application 1 : diffusion & 90° en présnce de champ magnétique horizontal

oscillateur

A€'3
€3 dlrectlon

lumiere diffusée L |—p o

,0, U,V v ©2

e’z direction lumiére
incidente I

Le vecteur B est horizontal au dessus de la

surface du Soleil (plan tangenj) et fait un angle avec

la direction de diffusioms. La diffusion se fait
a 90° ¢’; orthogonal &s). Tous calculs faits,

e1=1i; —j,e3—k
ee=k;e=-;e=Ii

u pour =0,+1,-1:

Up =CO0S i +sin |

U =(sin i+cos j+ik)/ 2
up=(sin i+cos j-ik) 2

Cij=u.g C' j=u.ej
Pour =+1,0,-1etj=1,2

Ci= il 2 Ci=- sin/ 2
Cip=-cos/ 2 C’p=cos/ 2
Co=0 Cboi= cos
Co>=-sin C'oo=sin

C.q1=- il 2 Cl1=- sin/ 2
Ci=-cos/ 2 C.=cos/ 2
(i nombre imaginaire pur)

avec I’ intensité incidente, on trouve pour le eectde Stokes diffusé:

I =(I'/2) [ 3—-co0s?2 —sin2 /(1 + 4H?) ]
= ( I'/2) [ sin2 + (1+cos?)/(1 + 4H?) ]
= -I'(2Hcos ) /(1 + 4H?)

V=0

Ci contrediagramme de polarisation.
Abscisse : U/l ; ordonnée (Qz2+U3)|

Courbes iso valeurs (...... ) pour :

=0°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°
et second réseau (...... ) pour :
H=0.05,0.1,0.2,0.4,0.8,1.6,3.2,6.4
(champs faibles en haut et forts en bas)

Une mesure de U/l, Q/I permet donc une
détermination de etdet

On remargue que si I'on changen —, les formules sont invariantes : il existe done ambiguité
angulaire. Une mesure de U/l, Q/I permet donc w@terthination de H et deau signe pres.
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En I'absence de champ magnétique (H = 0), la luerast polarisée le long flec’est a dire
paralléllement au bord solaire En présence de champ magnétique, itgtation du plan de
polarisation d’un angle tel que =% arc tan (U/Q) = %2 arc tan[2Hcos/(1+2H?2sin? )].

Lorsque H=0, ontrouve I =1, Q =-I' (donc |QA 1), U =0, et =0. Il n’y a ni dépolarisation, ni
rotation du plan de polarisation. Lorsque H > §, & dépolarisation |Q/I| < 1 et rotation du plan d
polarisation. Si H est fort, la dépolarisation mstximale lorsque le champ magnétique est orienté
dans la direction de diffusion.

Cas particulier n°1 : champ magnétique horizontalparallele a la direction de diffusion & 0)
=T

Q=-I'/(1 + 4H?)

Le facteur de dépolarisation Hanle vaut 1 / (1 H4tbu0 < |Q/l|=1/(1 +4H3) <1

Plus le champ magnétique est fort, et plus la defzaition est élevée ; lorsque H , |Q/l] O
U=-TI"(2H) /(1 + 4H®) dou |U/I| =2H / (1 + 4H?) et = %2 arc tan (U/Q) %2 arc tan[2H].

Plus le champ magnétique est fort, et plus laimtatu plan de polarisation est importante.
V=0

Cas particulier n°2 : champ magnétique horizontabehogonal a la direction de diffusion &
12)

I =(112) [3-1/(1 +4H?) ]

Q=(-I'"2)[1+1/(1+4H?)]

Le facteur de dépolarisation Hanle vaut (1 + 2H3) + 6H2)

doul/3<|Q/|=(1+2H3) /(1 +6H) <1

Plus le champ magnétique est fort, et plus la @eaition est importante, mais lorsque H

|Q/I]  1/3 donc celle ci possede une borne inférieure.

Uu=0

V=0

Cas particulier n°3 : champ magnétique horizontaiuebulent (0 < <2 équiprobable)
Pour étudier ce cas, on suppose que toutes legair@s du champ magnétique sont équiprobables
dans le plan tangent a la surface du Soleil. Gecfé donc une moyenne angulaire sde 0 a 2.

2
Imoy:0 Id = /2[5-1/(1+4H3) ]I

2
Qmoy = Q d =-2[1+3/(1+4H) ]I

2

Umoy = 0U d =0

il 'y a donc aucun signal sur U dans cette hypséhélonc la polarisation reste paralléle au bord
solaire.

On en déduit que le facteur de dépolarisation Heale :

|Qoylmoyl = (1 + H2) / (1 + 5H2) = 1 — 4H2/(1 + 5H?)

et finalement on obtient les bornel5 < |Quoy/lmoyl = 1 —4H?/(1 + 5H?) < Avec encore une
borne inférieure pour la dépolarisation

IV —8 — 7 Application 2 : diffusion a 90° en présnce de champ magnétique dans un plan
méridien

Le vecteur B est contenu dans un plan méridiem(pld) au dessus de la surface du Soleil (plan
tangent, j) et fait un angle avec la direction de diffusiogs. La diffusion se fait a 90%(3
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orthogonal a&s). Tous calculs faits, on trouve, avec I’ intengitéidente, pour le vecteur de Stokes
diffuse:

oscillateur Tk e’1=i;e’z=j ;e's =_k
ee=kK;e=-;e=i

Z /’i

e ) u pour =0,+1,-1:
€ ! Uo =cos i +sin k
U =(-1sin i+j+icos k) 2
s up=(@sin i+j-icos k) 2
€3 direction Aes Ci=u.sg C' =y e
S . 4 ji=u. j=u.gj
lumiére diffusée e1l‘/—> e’ Pour =+1,0,-1etj=1,2
Ci=icos / 2 Cy=-isin/ 2
e’'s direction lumiére glzf s}r/1 2 g,lzf (1;{) 32
H H ' 01— 01—
incidente | Cor= 0 Ch= 0
Cqi=-icos/ 2 C.=isin/ 2
C-12: -1/ 2 C’.lzz 1/ 2

(i nombre imaginaire pur)

| =1[% (2 + 3 cos? sin2 ) — 2cos? sin? /(1 + H2) + Y2 cos? sin? /(1 + 4H?) |
Q=I[%sin2 (3cos? - 2)—2cos?sin? /(1 + H?3) - ¥2 cos? (1+cos?) /(1 + 4H?) ]
U= -I'[2H sin2 cos /(1 + H2) + 2H cod /(1 + 4H?) ]

V=0

Lorsque H=0,ontrouve I =1, Q=-I' (donc |QA1),U=0, et =% arctan (U/Q)=0.1lInya
ni dépolarisation, ni rotation du plan de polaimatLorsque H > 0, il y a dépolarisation |Q/1]| €tl
rotation du plan de polarisation.

Ci contrediagramme de polarisation.
Abscisse : U/l ; ordonnée (Qz2+U3)|

Courbes iso valeurs (...... ) pour :
= 0°, 40°, 50°, 60°, 70°, 80°, 90°,

100°, 110°, 120°, 140°, 180°

et second réseau (...... ) pour :

H=04,08,1.6,3.2,6.4,12.8

Une mesure de U/l, Q/I permet une
détermination de tet de H

Il n'y a pas d’effet Hanle pour = 90°

(champ vertical) car U/l=0et |Q/l| =1
quelque soit H
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Cas particulier n°1 : champ magnétique horizontalparallele a la direction de diffusion & 0)
=T

Q=-I'/(1 + 4H?)

U=-I"(2H) /(1 + 4H®) dou |U/l| =2H / (1 + 4H?3), =% arc tan (U/Q) %2 arc tan[2H] etV =0
On retrouve bien sdr les méme résultats que dapplitation précédente n°1 avee 0

Cas particulier n°2 : champ magnétique verticabghogonal a la direction de diffusion € /2)
=T

Q=-I

Uu=v=0

L'effet Hanle est donc inactif dans une configuratbn de champ vertical :aucune dépolarisation
ni rotation du plan de polarisation ne se produille que soit la valeur de H

Bi A Bk

Dans ce cas : effet Hanle Dans ce cas : pas d’effet Hanle

Ima>|<’|mal =1, Q=-I',U=0, p=(QxU2"%1=1

Q = -I'/(1+4H2) N

U = -I" 2H/(1+4H?) 7) > B/

p = (Q2+U2)Y?/| = (1+4H2)*? oscillateur Dans ce cas :
| = (12) (3 — 1/(1+4H?)

/ \/ Q = (-I'"2) (1 + 1/(1+4H2)
Uu=>0
I(;Jfrpiére p = (Qz+U2Y| = (1+2H2)/(1+6H2) > 1/3
k iffusée

l, Q, U,V ?

) lumiére incidente I
non polarisée

Pour conclure sur I'effet Hanle, nous pouvons afér que ce mécanisme est fondamental pour le
diagnostic deshamps magnétiques faibles

- Dans les protubérances au limbe sur le fondeleai il permet de mesurer I'intensité du
champ magnétique et son orientation (un exempjgpénat : travaux de J.-L. Leroy au Pic
du Midi, repris par la suite a Thémis)

- le second spectre solaire, ou spectre de diffusio le disque au voisinage du limbe. Dans
les raies de résonance, lorsque U est nul, onfaiee’hypothése d’un champ magnétique
turbulent (toutes orientations possibles et égbigbtes) dont le facteur de dépolarisation p
= |Qnoy/Imoy(H)| / |Qnoy/Imay(0)] permet d’obtenir la valeur de H, d’ou I'on déde module
du champ magnétique B.

Une des difficultés des mesures de dépolarisatmmepchamp magnétique sur le disque solaire
prés du limbe (second spectre) réside dans ledeépmlarisation. Nous avons vu qu’il existe bien
d’autres sources de dépolarisation, par collismtamment, de sorte que la dépolarisation p se met
sous la forme d’un produit de facteurs :

P =W P Pc PH (IV-30)

dont nous avons brievement examiné les difféerazgnpgibutions :
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Polarisation de résonance sur le disque a 10” @udbsolaire (=0.15) de la raie Srl 4607A
La polarisation mesurée dépend du champ magné(agmolarisation par effet Hanle)

W, polarisabilité intrinseque de la raie

pc dépolarisation géométrique (facteur dépendantdeos donc de la position)
p. dépolarisation par collisions

py dépolarisation Hanle par le champ magnétique

Si I'on effectue deux mesuresgi p sur des régions différentes du Soleil, de la méxiee a
constant, en supposant la dépolarisation colligd@rinchangée, alors on peut écrire :

Pu/p2 = (Q/Ma / (Q/)2 = Pur/ Prz

Pour mesurer une valeur de champ magnétique titfaposer d’'unenesure de référencen
champ magnétiqueul pour laquelle p= 1. Comme c’est impossible, on effectue souvent d
nombreuses mesures &onstant dont on prend la plus polarisée comnégaate.

Une alternative pour surmonter cet écueil exigte’agit del’effet Hanle différentiel. Cette
méthode consiste a effectuer des rapports de @poldrisation gp, cette fois ci sur des raies
différentes observées simultanément, et sur la ntégien solaire, a condition toutefois qu’on
dispose de raies formées dans les mémes conditiemaodynamiques, a méme altitude (raies
moléculaires de £par exemple).

IV — 8 — 8 Diffusion directe ou « forward scatterimg »
B
i=e’1 i=e
e’z direction T €z direction lumiere

lumiére incidente k>: e’ > k=6 > diffusée lle’s
I’ non polarisée j=e oscillateur j= e
—<C2 .
J

C,-:u.e,-=C’j:u.e’,-
Pour =+1,0,-1etj=1,2

e=e1=i;e=e72=j];e3=e3=KkK Cu=-isin / 2=Cpy
Clzz 1/ 2= C112

u pour =0,+1,-1: Co1=cos =Cp1

Up =cos i +sin k Co2=0=Ch2

Usg=(-isin i+j+icos k) 2 Cui=isin/ 2=C'q;

up=(@sin i+j-icos k) 2 C1p=1/2=C1>

(i nombre imaginaire pur)
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Le vecteur B est contenu dans un plan méridien

(plani, k) au dessus de la surface du Soleil

(plan tangent, j) et fait un angle avec la direction de I'horizontale. La diffusiomfait a 0° €' //
€3). La lumiere incidente I' n’est pas polarisée.

Tous calculs faits, on trouve, pour le vecteur tké&s diffusé (I, Q, I, V) dans la directieg:

| = (I/2) [ cos® +(1+sin?)2/2 + 2c0s? sin? /(1 + H2) + %2 co$ /(1 + 4H?) |

Q = (I'"2) [cos? (3/2 cos? - 1) + 2c0s? sin? /(1 + H2) - Y2 cos? (1+sin2 ) /(1 + 4H?) ]
U= I'sin cos? [H/(1+H?)-H/1+4H?)]

V=0

Lorsque H=0, ontrouve | =I', Q = U =V = 0nly a aucune polarisation.

Cas particulier n°1 : champ magnétique verticabaghogonal a la ligne de visée et a la direction
de diffusion ( =0)

| = I’ (1+3H2)/(1+4H?)
Q=1 H2/(1+4H?)
U=V=0

On constate qu’une polarisation linéaire apparait g présence de champ magnétique
orthogonal a la ligne de viséd.e taux de polarisation vaut :

p = Q/I = H/(1+3H?)

Il est compris entr@ et 1/3.

Cas particulier n°2 : champ magnétique horizontatgilele a la ligne de visée et a la direction de
diffusion ( = /2)

=T

Q=U=VvV=0

On constate qu’aucune polarisation linéaire n’appaait quelle que soit la valeur de H.Le
champ magnétique ne crée pas polarisation dansamnfiguration de champ orienté le long de la
ligne de visée.
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Chapitre 5

Introduction a la magnétohydrodynamique

La magnétohydrodynamique, ou MHEst basée sur la description du plasma comme tghsti
d’'un gaz de vitesseet de masse volumique sous 'action d’'un champ électrigiedonné par la
loi d’Ohm, et d’'un champ magnétigie Dans ce qui suit, legecteurssont écrits egras.

V — 1 Les équations de base

Remarques sur les équations de conservation

Les lois de conservation (masse, énergie) suivem@guation de conservation du type :

S/t + div(fv) = s (V-1)

ouV est le vecteur vitesse et s un terme sourceniggration sur un volume V fermé par une
surface S, on obtient en appliquant le théorémetdd@radski, ou dV est un élément de volume et
dS un élément de surface orienté&E n dS,n normale a la surface) :

Y[ fdv]l+ fv.dS= sdVv

fv.dSest le fluxde la quantité f a la frontiere entourant le voluhéntroduisons y, composante
normale a la surface fermée qui enveloppe le volume

Y[ fdv]l+ fva,dS= sdVv
On constate, a partir de cette équation, que latgéa f dV est conservative a condition que :
- il n'y a pas de terme source (s = 0)

- le flux a la frontiere est nul (& 0 partout)

Equation de conservation de la masse (équatiorodérwité)

$ /Bt +div(v)=0 (V-2)

Equation du mouvement

[ $v/$t +v.grad(v) ] = -grad P +f (V-3)

ou f désigne les forces par unité de volume autresegifotces dles a la pression P.

Par exemple,f= g+j B (en N n?)

gest le poidsj B est la force de Laplacpdésignant la densité de courant reliée a I'intérdi
courant électrique total i par la loi i 5§ dS (flux du vecteur)

On écrit parfois cette équation sous la fornuy/dt = -grad P +f avec |d/dt= $/$t + v.grad

Dans la description Lagrangienne, qui suit le #yild quantité ddt est I'accélération. Dans la
description Eulérienne (position fixe), 'accélévatse compose d’'une composante lo§al&t a
laquelle s’ajoute un terme advectifgrad v
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Fluide incompressible en régime stationnaire

[ $v/$t +v.grad(v) ] = -grad P + gdevient en régime stationnairev.grad(v) =-grad P+ g
Dans un systeme de coordonnées curvilignes (rejgeFeénet, n, b), cette équation devient avec
v.grad = vd/ds etv = vt (t vecteur unitaire tangent a la ligne fluide):

vd(u)/ds=-grad P- ge
or d(w)/ds = v d/ds +t dv/ds = vn /R +t dv/ds (R rayon de courbunmenormale), ce qui donne en
projection sut : d(v2/2)/ds = -dP/ds - g e,.t
Cette équation s’integre immédiatement le longad@he fluidesi I'on choisit = constanteet
sachant que,.t = dz/ds :

% v2+ P + ¢z =constante, dite loi de Bernoullli (V-4)

Fluide incompressible et forces visqueuses

Lorsque 'on tient compte des forces de frottemistueuses, les forces par unité de volume pour
un fluideincompressiblesont données par
f= g+) B+ v

v est le Laplacien du vecteur vitesse / est laviscosité cinématiquen m2 & et la viscosité
dynamique en Poiseuille (Pa s). Numériguement) gremiere approximation, on a :

=2.2 10" T%?kg m* s*

Dans les conditions de la photosphére solaire, avedd K et =10’ kg m*, on trouve que la
viscosité cinématique est voisine de 1 m?'s
En I'absence de forces autres que visqueusesafi@pudu mouvement est

[ v/$t +v.grad(v) ] = v (V-5)

La partie diffusivebv/$t = v posseéde une constante de temps diffusiywe= L%/ et la partie
advective la constante dynamique L/v. Le rapport de ces deux temps caractéristiquespgstié
nombre de Reynolds et v sont respectivement des longueurs etsatesaractéristiques):

Re=g4#/ =LvV/ (V-6)

Dans les conditions de la photosphére, avec T*K10 = 10 km, v = 1 km/s, =1 m? §, Re est
voisin de10™, ce qui signifie que les termes visqueux sontigégbles dans ce régime.

Force de Coriolis

La force de Coriolis a une action sur le mouventém fluide dans un référentiel en rotation,
comme une étoile. Si est la vitesse angulaire de rotation de I'étaiiear de son axe, la force de
Coriolis est, par unité de volunfe= 2 %

Le temps caractéristique associé gst 1/ . Avec = L/v temps dynamique, on appelle nombre de
Rossby le rapport :

Ro= ./ =v/@L) (V-7)

Dans les conditions de la photosphére solaire, wetd km, v = 1 km/s%= 2.5 1¢ rd s*, Ro
est voisin de 100, ce qui signifie que la forceCdeiolis peut souvent étre négligée.

Equation d’état du gaz

Loides gaz parfaits P=kT/m= RT/M (V-8)
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P pression, k constante de Botzmann, R constastgadeparfaits (R = k, constante
d’Avogadro), m masse atomique, M masse molaire
On utilise parfois une loi adiabatique telle que P/ = constante (V-9)
dans laquelle est 'exposant adiabatique$ Cp/Cv = 5/3
pour un gaz monoatomique, rapport des capacitésfaglies a pression et volume constants).

Equations de Maxwell dans le vide

divB=0
rot B = ¢j + 1/C2$E/$t (V-10)
div E = 0 car la densité de charge est supposée nellgrélité électrique)
rot E = - $B/$t

Le long d'une ligne de champ de section S et digbsccurviligne s, dB = 0 se traduit par :
(1/S) d(BS)/ds = 0 soit BS = constante

La loi d’Ohm

j= (E+v B) (V-11)

est la conductivité du plasma= 10° T32 MKSA, inverse de la résistivité
La loi de conservation de I'énergie

Cette loi de conservation est la plus difficiletabdir. Elle résulte du premier principe de la
thermodynamique :

dU =-P dV + Q, U fonction énergie interne, V volume, P press@muantité de chaleur. A
masse constante, onam ¥, soit V.=m/ , ce qui donne par unité de masse:
dU/m=-Pd(1/) + Q/m

Appelonsu et g respectivement I’énergie interne et la quaite de chaleur par unité de masse
Ilvient:du= (P/23)d + q, soit encore par unité de temps :

du/dt= (P/2)d /dt+ g/dt

avec|d/dt=%%t +v.grad | I'équation ci dessus devient :

$u/$t +v.gradu= (P/?)[$ /$t+v.grad ]+ qg/dt

L’équation de continuité nous donfie$t = - div( v) =- divv-v.grad dou
$u/$t +v.gradu = - (P/) divw + qg/dt

Multiplions maintenant les deux membres de cettaides équation par :

$u/st + v.gradu= -Pdiw+ g/dt
$( u)$t-u$ /$t+ vgradu= -Pdiw+ g/dt
avec$ /$t =-div( v), ona$( u)/$t+udiv(v)+ v.gradu= -Pdiw+ qg/dt
On remarque que u diw) + v.grad u = div( uv), ce qui donne aloil&quation de continuité de
I'énergie interne:

$( u)/$t + div( uv) = - Pdivw+ g/dt (V-12)
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Nous utilisons maintenant I'équation du mouvemep$v/$t + v.grad(v) ] = -grad P +f
dont on fait le produit scalaire avec le vectetessey :
v [ $v/$t +v.grad(v) ] = -v.grad P +f.v

Or$( Y2 v3)/$t =% v2$ /$t+ v.$v/$tet$ /$t = - div( v), d'ou

(Y vA)IBt=-Yvadiv(v) + v.Sv/H, d'oul'ontire v.Sv/St =22 v3)/Ht + Y2 v2 div(v) que
I'on remplace dans I'équation du mouvement projstée :

$( Y2 v3)/$t+ Y2 v2div(v) + vv.grad(v)]=-v.grad P +f.v

or div( %2 v2v) =% v2div(v) + vv.grad(v), ce qui entraine alot®quation de continuité de
I'énergie cinétique:

$( Y2 v3)/$t + div(¥z v2v) =-v.grad P +f.v (V-13)

On peut combiner les deux relations ci dessus {@msade continuité de I'énergie interne et de
I'énergie cinétique) en remarquant que diy)(B P divv + gradP.v
De sorte que (V-12) + (V-13) donnent :

S u+Ye v3)/$t+div( uv +¥% v2v) = -divRr+fv +  g/dt, soit finalement :

$u+2e VBBt +div[( u+¥% v2+P)v]= fv+ g/dt (V-14)

équation de conservation de I'énergie totale.
Dans cette équation, g/dt est ledaux de production d’énergiepar unité de volume. Il se met
sous la forme phénoménologique:

g/dt =h — 2Q(T) +j4 + div(k,;gradT) (V-15)

par unité de volume et de temps, unitélen’®, relation dans laquelle:

h_est le taux dehauffage par dissipation d’'ond€s supposée constante)
2 Q(T) est le taux deertes radiative®ptiquement mince (la fonction Q(T) est tabuléprésente
un maximum autour de 1&, décroit en 1/T & haute température, ci dessiildser, 1974)

Pertes radiatives optiquement minces.

Fonction Q(T) définie par morceaux en unités MKSA :
QM= T/m2

avec m masse du proton = 1.67%6g

2/ est le taux dehauffage par effet Joule
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div(k, gradT) est le taux deonduction électronique de la chaleparallele aux lignes de champ
magneétique, le flux de chaleur mesuré en W/mz2 égat a :

F =- kygradT, avec k = ko T%? = 10! T2 MKSA, conductibilité thermique

Le long d'une ligne de champ magnétique d’absasseligne s, le terme conductif s’écrit :

div(ky gradT) = (1/S) d(S kdT/ds)/ds = (2/7) k(L/S) d(SdT%/ds)/ds (V-16)

ou S est la section du tube reliée au champ magreB par la relation BS = constante. Si la
section est invariable, alors diy@radT) = (2/7) k d2(T"?)/ds?

Le produit scalairé.v peut se transformer en écrivant dee g+j Bavecg=-grad , étant
le potentiel de gravitation.

fv=- vgrad +( B).v

Ordiv( v)= div( v) + v.grad et$ /$t=-div( v), d'ou l'on tire:

fv=-div( v) - $/8t+( B)v=-div( v) -$ )$t+( B).v

L’équation de conservation de I'énergie est alors :

Hu+ +% v)Bt+div[ u+¥% v2+ +P)v]= ( B).v+ g/dt (V-17)

Le terme) B).vse modifie avec laloid’'Ohm= (E+v B)en évaluant?/ =j.j/
j? =j(E+v B)=jE+j(v B)

orj.(v.B)=-j.(B v)=-( B).v
on en déduit: G B)v=jE-}¥
et I'équation d’énergie devient donc :

(V-18)

u+ +% vBt+div[ u+¥% v2+ +P)v]= JE+h — 2Q(T) +div(kgradT)

Une autre forme de cette équation existe en inisadti le vecteur de PoyntingP=(E B)/ o
divP=div(E B)/ o=(BrotE—-ErotB) o

avecrot B = o] + 1/C2$E/$t etrot E = - $B/$t, on obtient:
div P = - $/$t( oE?/2 +B2/2 o) - |.E

soit encore unéquation de conservation de | ‘énergie éléctromégoé:

$$t( E22 +B22 o) +divP=-j.E (V-19)

dans laquellegE?/2 etB%/2 ( sont respectivement les densités volumiques dymétectrique et
magnétique (J i), P étant le flux d’énergie électromagnétique (W/m}ention ! Ne pas
confondreP vecteur de Poynting (en gras) et P pression gaZebisus forme intégrée sur un
volume fermé V, on a:
Pt (oEH2 +B22 g)dV + P.dS=- jJ.E dV

P.dSest le flux d’énergie électromagnétique au traderta surface frontiére.

En reportant I'expression & dans I'équation d’énergie, on trouve finalemerblayénérale :

Su+ +Y2 v2+ B2 +B22 /Bt +div[ u+¥e v2+ +P)V+P =
h — 2Q(T) + div(k gradT)
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Appelonsmaintenant) = u I'énergie interne par unité de volume.
L’enthalpie H par unité de volun&ant égale a U + P, il vient alors

U+  +% v2+ E22+B22 g)/$t+div[H+% v2+ )v+P= (V-20)
h — 2Q(T) +div(kgradT)

Considérons de nouveau un volume V fermé par uriacguS.
La quantité [(H+ % v2+ )v.dS + P.d$représente le flux sur la surface S.
Quand y a t-il conservation de I'énergie totalesdan volume fermé V ?

L'intégrale (U+ +% v2+ (E2/2 +B2/2 o) dV estconservativesi :
- le terme source (chauffage, refroidissement tl@damnduction) est nul
- lavitesse ynormale est nulle en tout point de la surface.&y =v,, dS =0)
- le vecteur de Poynting,/Rormal est nul en tout point de la surface Se$nilieu n’est pas
résistif (conductivité infinie), P H B)/ ¢=-(v B) B/ ¢=B2v/ (- (v.B)B/ O
montre que Pest nul si les composantes normalest\vB, sont nulles sur la surface.

Les équations en régime stationnaire

En régime stationnaire avec$$t = 0, la conservation de la masse se traduit|pdiv( v) =0
Le long d’une ligne de champ d’abscisse curviligret de section S(s),
div( v) =0 s’écrit (1/S) d(vS)/ds = 0 soit vS = constante (V-21)

I'équation (d) se met sous la forme plus simple :
divjiU+% v2+ +P)v+P=h — 2Q(T) + div(k,gradT), soit :

divfiH+¥% v2+ )v+P=h — 2Q(T) +div(k, gradT)
ou la forme équivalente (V-22)
diviH + %2 v3v-k,gradT]= gv+( B)v+h — 2Q(T)+j¥

Le long d'une ligne de champ d’abscisse curviligret de section S(s), I'opérateur divergence
s’écrit div f = (1/S) d(fS)/ds

Il faut adjoindre a cette équation d’énergie I'&ipmadu mouvement en régime stationnaire :

v.grad(v) =-gradP+ g+] B (V-23)

ainsi que les équations de Maxwell

divB=0;rotB = (j;divE=0;rotE =0 (V-24)

Le long d’'une ligne de champ d’abscisse curviligret de section S(s), dd/= 0 s’écrit BS = cte
Formulation dd’énergie interne et de I'enthalpie par unité de vlume:

U=(/MCvTetH=(/M)CpT

M est la masse molaire du gaz ; avecCp/Cv et Cp — Cv = R (constante des gaz pa)faits
onaCv=R/(-1)etCp=R/( —1).Lesfonctions U et H s’écrivent par uniggwblume :
U=(/M)CvTetH=(/M)CpT soit, aveen la masse atomique

U=(/mKT/( —1)= PI(=1)etH=(MKT /( =1)=P /( —1) (V-25)

75



Plus généralement, Ni est le nombre de particules par unité de volume@ena =m N:

U=NKT/( —1) etH=NKT /( - 1) (V-26)

Pour un gaz d’hydrogéne totalement ionisé (daesulaonne solaire), on aurait en raison de la
neutralité électriquél = 2 Nyrotons

Seconde forme de I'’équation d’énergie courammelisée

Le premier principe donne du = - P d(l# Q/m, avec u énergie interne par unité de masse :
u=[1/( -1)] kT/Im==[1/(-1)] P/

On déduit du premier principe:

dP/[( —1) [/dt + P d(1/)/dt = (Q/m)/dt

En développant, on obtient :

dP/dt—(P/ )d /dt=( —1) qg/dt avec d/dt $/$t +v.grad (V-27)

ou g/dt est le taux de production d’énergie (chalgar)unité de volume, d’'ou :
dP/dt—(P/ )d /dt=( —=21)[h — 2Q(T) +j& +div(ksgradT) ] (V-28)
avec d/d& $/$t + v.grad

Le long d’un tube de champ de section S, on rapmgié div(kgradT) = (1/S) d(S kdT/ds)/ds

V — 2 Force de Laplace

La force de Laplace par unité de volufrrej B s’écrit aveaot B = j (on a négligé le terme en
1/C2$E/$t car la vitesse caractéristiquest négligeable devant C) peut se développer sagha :

grad B2=2B rotB +2B.grad B

onendéduif=(rotB/ o) B=B.grad B/ o-grad (B2 )
Dans le repere de Frénet, ate®cteur unitaire tangent aux lignes de chaihp,Bt, et :

B.grad B =B t.grad (Bt) = B2t.grad (t) + Bt.grad(B) t
B.grad B =B2dt/ds + BdB/dst  cart.grad = d/ds (s abscisse curviligne)
B.grad B =B2n/R + d(B?%/2)/d¢ car d/ds =n/ R, R rayon de courbure de la ligne de champ, et

n normale (repére de Frénet). Finalement,

f=j B=-grad (B2 o) + B2n/( oR) + d(B2/2 o)/dst

f=) B=-grad (B%2 () +n B?( oR) (V-29)

ougrad | est le gradient dans la direction perpendiculaisel@mnes de champ (orthogonalé)a

A I'équilibre magnétostatiqueb$t =0,v =0), on aurait : grad P+ g+j B =0ou encore :

-grad | (P + B2 o) +n B?/( oR) —grad, P+ g=0 (V-30)

ougrad, = d/dsest le gradient dans la direction des lignes denph@lirectiont).
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Dans la direction du champ magnétique, en projedcio le vecteut, I'équation devient:

-grad,; P+ gt=0o0ou—-dP/ds—ge.t=0

Commee,.t = dz/ds, on obtient la loi de I'équibre hydrosjat dP/dz = — g

Dans une configuration de lignes de champ paraligigyon R ), la projection dans la direction
orthogonale aux lignes de force donne:

-grad | (P + B2/2 o) = 0, c’est la loi de I'équilibre transversal enpiression gazeuse et magnétique

P + B2/2 o= constantég (V-31)

B2/2 jest la pression magnétique. On introduit le paresmedu plasma égal au rapport des
pressions gazeuze a magnétique:

=P/ (B220) (v-32)

Si >1, les forces de pression dominent ; etsl, les forces magnétiques dominentarie
enormément dans I'atmosphére solaire, non passe cila variation du champ magnétique en
altitude, mais parce que la pression du gaz vergeuite.

Dans la photospére calme>>1 car P = 1DPa et B?/2est voisin de 1 Pa avec B=10

Dans la chromosphére calme, 1 car P = 1 Pa et BZ/gest voisin de 1 avec B=E0r

Dans la couronne, << 1 car P = 10 Pa et B?/2;est voisin de 1 avec B=T0r

La chromosphere réalise une sorte de transitiaie emt plasma dominé par les forces de pression et
un plasma dominé par les forces magnétiques. kegsgchamp fort) ont toujours<< 1.

En présence d’'un écoulement stationnaire de vitedsederme v.grad v = vd(vt)/ds se
décompose env2n/R + t d(v/2)/ds, de sorte que I'équation du mouvemstt e
v2n/R + td(v3/2)/ds=-grad | (P + B?2 () +n B?/( oR) —grad, P+ g=0

En projection sut : d(v#/2)/ds = — dP/ds —g dz/ds
La matiere glisse le long des lignes de champ niagree qui joue le réle de « tuyaux ».
Dans la direction orthogonale, si R , on retrouve P + B2/3 = constante

V — 3 Equilibres sans force

Lorsquej =rot B / ¢ est colinéaire a B, c’est a dire s’il existe umtoe tel quej= B, alors la
force magnétigue s’évanoulit.

Les classes d’équilibres magnétostatiques telsaju® = B constituent a elles seuls un véritable
domaine de recherche. En prenant le rotationneette équation, on obtienB + rot( B) = 0 soit
B+ rotB +grad B =0, donc:

B+ 2B +grad B=0 (V-33)

Lorsque =0, le champ est ditotentiel(sans courant). Il est solution Bequation de Laplace

B=0 (V-34)
Lorsque 0, le champ est dians force« force free ». Une classe spéciale est celle et
constant (« force free » linéaire) dans I'espa@ndce cagrad =0, et on doit résoudre
I'équation d’'Helmholtz :

B+ 2B=0 (V-35)
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V — 3 - 1 Equilibres sans courant : solutions génétes a variables séparées

Cette classe d’équilibremrrespond &ot B = 0 ; on recherche des solutions en posantdae f
avec divB = 0, ce qui implique f= 0. f est donc une fonction solution de I'éqoatde Laplace.

En coordonnées cartésiennes

On procéde par séparation des variables : f(xsy%(x) Y(y) Z(z). On doit résoudre I'équation :
X' IX+Y"IY +Z"[Z=0.

Posons X"/X = - k? et Y'IY = - k?, k et kK, nombres réel€On en deduit Z"/Z - - k? =0, ce
qui fournit une solution générale décroissante dn #/pe :

f(x,y,z) = i OAXy d X loy =) g dk, ot I= (ke + k?)2 (V-36)
En coordonnées cylindriques

On pose f(r,,z) = R(N&( ) Z(z) avedf = (1/r) $(r$f/$r)/$r + (1L/r2) $f/$ 2 + $/$z2 = 0, soit :
(1/rR) S(reR/Sr)/Sr + (1/r2) (1K) $2&/$ 2 + (1/12)$Z/$z2 =0 _

On recherche des solutions angulairepé@riodiques, don&( ) = €™ , m entier et décroissantes
en altitude, telles que Z(z) 2%(k réelstrictement positif). Il reste alors & résoudre:

(L/rR) $(r$R/$r)/$r — m3/r2 + k2 = 0,

PR"+rR +(k?r2-m?)R=0

c’est une équation de Bessel ayant pour solution :

R(r) = Ank Jn(kr) + Bk Nm(kr), ou J, et Ny, sont les fonctions de Bessel et de Neumann déndic
entier. La solution générale prend la forme :

f(r, ,2) = [AmiIn(kr) + Bk Nm(kr)] ém e dk (V-37)
m=
En coordonnées polaires

Avec k=0, la partie radiale s’écritr2R” + rRm2 R =0
Sim O,R(r)=A.r"+Bnr"

Sim=0,R(r)=CIn(r)

La solution générale prend la forme :

f(r, ,z) = [Ant™+Bn ™ €™ +CIn(r), avec m entier (V-38)
m=0
En coordonnées sphériques

On pose f(r,, )= R(N&( ) () avecDf = (1/r) $(rf)/$r2 + (1 / rzsin?) $(sin $f/$ )/$ + (1 /
rzsin2 ) $f/$ 2= 0, soit :

(L/r) $(rf)/$r2 + (1 / r3sin?) $(sin $f/$ )/$ + (1 /r3sin?) &f/$ 2=0

et (L/rR)$(rR)Sr2 + (1 / r2sin) [ (1/&) $(sin $&/$ )/$ +(1/ sin ) /$ 21=0

On recherche des solutions angulairepé@riodiques, donc( ) = €™ , m entier; on pose alors
pour la partie dépendant de

(I/sin) [ (1/&) $(sin $&/$ )/$ — m?/sin ] = -l (I+1), avec | entiepositif ou nul.

Cette équation admet pour solution les fonctiosscigées de Legendrg"eos ) avec—| m |, il
yaz2l+1valeurs de m possibles.

Sim =0, les fonctions associég$(Bos ) se réduisent aux polynémes de LegengieoP)

Avec cette solution en, la partie radiale R obéit a I'équation différefia :
”PR"+2rR -1 (+1)R=0
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dont les solutions sont du type R ='AB r"*
La solution générale prend la forme suivante:

+

fr, )= _  [Amr +Bmr]P"(cos)e" (v-39)

I=0 m=

V — 3 - 2 Equilibres sans force a constant: solutions générales a variables séparées

On a maintenant B = B telles que divB = 0; on recherche des solutions en posant :

B = rot(f a) +rot(rot(f a))

ou f est une fonction et un vecteur constant quelconque.

On peut montrer que f satisfaif + 2f = 0, f est donc solution de I'équation d’Helmholtz.

En coordonnées cartésiennes asece,

On procéde par séparation des variables : f(xsy%(x) Y(y) Z(z). On doit résoudre I'équation :
X'IX+Y"IY+2Z'1Z+ 2=0.

Posons X"/X = - k? et Y'IY = - k,?, k et kK, nombres réel€On en déduit Z"/Z — @ - k? + 2=0,
ce qui fournit une solution générale décroissante éu type

f(x,y,z) = . oAXy é (kx X + ky y — 12) dk, dky oul= (kX2 + kyz _ 2)1/2 (V-40)

B a pour coordonnéesh(f/$y + $f/$x$z, - $ f/Sx + $f/SyPz, -FfIPx2 - FH/By?) :

By = 00 A i ( ky-Tky) &®X =1 gk dk,

By= -Ayi( ketlk) d lx oy =1 g dk,

B,= Agkee®r VT dig dk,

Application : une arcade coronalépendant de x et z
On impose k=0 et k = + k, k étant donné. z y
On a ainsi E (k2 - 2)Y? qui est également fixé.

By = -(I/k) By cos(kx) &
By = -( /K) Bo cos(kx) &
B, = By sin(kx) €” >
Avec en module B = ge” —

Et B,/Bx = /I = constante X

Les lignes de champ sont données par gx/By/B, = dz/B, et sont contenues dans les plans
paralleles d’équation y = {]) x + constante. Dans ces plans paralleles,dguation est :
z = (1/k) In|cos(kx)| +& ou 3 est la hauteur de I'arcade.

En coordonnées cylindriques
On pose f(r,,z) = R(N&( ) Z(2) :
(L/rR) $(reR/$r)/$r + (1/r2) (1R) $&I$ 2 + (LIZ)$Z/$z22 + 2=0

On recherche des solutions angulairepériodiques&( ) =™ , m entier et décroissantes en
altitude, telles que Z(z) ="&(l réel strictement positif). Il reste alors a résoudre:
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(1/rR) $(r$R/$r)/$r — m2/r2 + |12 + 2 = Q, soit

PR"+rR' +((2+ )r2-m2)R=0

c’est une équation de Bessel ayant pour solution :

R(r) = Am Jn(kr) + B Nm(kr) avec k=12 + 2 La solution générale prend ainsi la forme :

f(r, ,2) = [Amk Jn(Kn) + B Nim(kr)] e™ eZdk, oul=(k2- 2" (V-41)

Application 1 : une tache solaiem symétrie cylindriqueb($ =0doncm=0ea =¢)
On impose comme pour 'arcade k donc égalemerfk? - 2)Y?, d'ou :

f(r,z) = A Jkr) e”

B a pour coordonnée${/$r$z, - $ f/$r, -1/r $(rf/$r)/$r) aveca = e,

En invoquant certaines propriétés des fonctiorBassel dx) et 3(x), a savoir :

d(x J)/dx = x } et dy/dx = - J, on trouve finalement :

B = (I/k) Bo Ju(kr) €”
B = ( /k) Bo Jifkr) e olll= (k2 - 2)M2
B, = By Jo(kr) €”

Les lignes de champ sont données par.dr/i8l /B = dz/B, et sont représentées dans le plan)(r,
par des spirales d’équation polaire r =X — o), avec o constante. Dans les plans (r,z), leur
équation est : z = (1/k) In|(kg}&r)| + constante. La solution se limite au prerzi&o de la fonction
de BesselJde sorte que 0 < kr < 3.83. Comme dz/dgk&ri¥fJy(kr), z est maximal au premier zéro
de la fonction de Bessej qui vaut kr 2.4

Application 2 : un tube de flux min@n symétrie cylindriquei$ =0doncm=0e=¢g,)
On reprend la solution trouvée ci dessus, maisiptégesse uniquement a la solution asymptotique

lorsque r 0. On sait queodkr) ~ 1 et que s{kr) ~ kr/2 (In(x) ~ (x/2yn! lorsque x  0). D'ou :
B = By (rl/2) €"”
B =By (r /2) e”
BZ - BO e—lZ

En r = 0 (axe du tube), le champ est purementoattin B e
En coordonnées sphériques

On pose f(r,, )=R(MN&() ():

(I/rR)$(rR)/$r2 + (1 / r2sin) [ (1/&) $(sin $&/$ )/I$ +(1/ sin ) /$ ]+ 2=0

On recherche des solutions angulairepériodiques, donc( ) =€™ , m entier; on pose alors
pour la partie dépendant de

(A/sin) [ (1/&) $(sin $&/$ )/$ — m?/sin ] = -l (I+1), avec | entiepositif ou nul.

ayant pour solution les fonctions associées dendrge?"(cos ) avec - m |

Avec cette solution en, la partie radiale R obéit a I'équation différefia :
PR"+2rR +( 2r2—I1(+1))R=0

que I'on transforme par un artifice en posant R(r)? S(r), d'oti une nouvelle équation :
rS"+rS +( 2r2—(+1/22)S=0

dont les solutions sont les fonctions de Bessel éatieres S(r) =J2( r)

La solution générale prend la forme suivante:

+

f(r, , )= IA|me”“ P™(cos ) rY2 Juua( 1) (V-42)

I=0 m=-

Les fonctions & P™(cos ) sont & une constante prés les harmoniques speérd’( , )
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V — 3 - 3 Equilibres 2D sans force a non constant
Le probléeme se traite en 2D (deux variables X, z).
Les équations de base spntB = 0,j =rotB/ o, divB =0 avecd$y =0

On poseB = ($A/$z, By, -$A/$x) ou A(x,z) est un potentiel vecteur porté pax&dy. L'équation
div B = 0 est vérifiée. On en déduit j $By/$z, A, $B,/$x). Le champ est sans force si :
A $A/Sx + $(BZ2)$x =0
$A/$z $B,/x - $A/$x $B,/$z = 0 ce qui implique B= f(A) fonction de A seulement
A $A/$z +$(B2/2)I$z = 0

On déduit de la premiére (ou de la derniere égujptiq A + $(By%/2)/$A =0 (V-43)

EtrotB = oj= B signifieque A= By =-$B/2)8$A, donc| =-$B,/$A (V-44)
Si By = constante, le champ est sans coufart0)
Si By =k A, k constante, le champ est sans force ilie€¢a = constante)

Généralement, on impose la fonctiof{A puis on résoud I'équationA + $(B,?/2)/$A = 0
L’équation des lignes de champ est donnée patdtae dx/B, = dy/B, = dz/B, ; dans le plan xOz
on trouve A(x,z) = constant€eci est toujours vrai en 2D, méme s’il y a umreé de Laplace.

V — 3 - 4 Tube cylindrique sans force a constant

A titre d’exemple, nous nous intéressons a un tiebftux a symétrie cylindrigue sans force a
constant dont la torsion est uniforme, dont la longueur L et le rayon Rtstonnés. En
coordonnées cylindriques, le champ magnétiqgue aqamardonnées B = (0, B), B,(r)) et ne
dépend que de la seule variable r. L’équation desBvérifiee. L'uniformité de la torsionse
traduit par la relation :

B/B,=r /L

Le courant électriqup=rot B/ ¢ a pour coordonnées (0, - 4d , (1/r) d(rB)/dr) )/ o

La force de Laplace B n’a de composante que radiale et s’écrit :

j B=[-d(BAtB?3dr-B2r]le/ o

et comporte un gradient de pression magnétiqué @inge tension magnéetique.

Le champ est sans force, donc :

d(BA+B3)dr + B2/r=0

Sachant que B= B, (r /L), on obtient une équation différentielle endgs s’intégre et donne :

B,= Bo/ [1+(r /L), B =Bo (r /L) /[1+(r /L)?], B = By/ [1+(r /L)3*? (V-45)

Ou By = B,(0). Le module B du champ magnétique décroit avec r

R
Flux magnétique =0 B,2 rdr= Bo (L% ?) In[1+(R /L)3
RL
Energie magnétique..= . 0(82/2 0) 2 rdrdz = (LY 2) (B#/2 o) IN[1+(R /L) = BelL/2 ¢

Torsion du tube a flux magnétigueet longueur L constants
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Le champ magnétique a la frontiére du tube en restRfmposé par I'équilibre des pressions qui
s’écrit Rx: = B(R)?/2 , = constante (en supposant P nul a I'intérieur ruBa 'estérieur), d’ou :
B(R) = Bo/ [1+(R /L)J*? = constante, doncoBarie comme[1+(R/L)?]*?

Le flux magnétique constant a L fixé implique,(B?) In[1+(R /L)?] = constante

En faisant le rapport de ces deux expressionseahgiminer B, ce qui amene a :

[1+(R /L)2]Y? In[1+(R /L) = 2x cte

Si augmente, alors cette expression entrainerBissant.

L’énergie magnétique s’écrit aussh E  BoL/2 (. Elle varie comme § donc comme

[1+(R /L)?]*% Comme croissant entraine Rcroissant, & son touk,Eroft.

Etirement du tube a flux magnétiqueet torsion constants

L’équilibre & la frontiére du tube impliquant lariagion de B comme[1+(R/L)4Y?, I'énergie
magnétique varie selon L [1+(R)2"2 Si le rayon du tube est petit devant sa longusars E,

est proportionnel & L, donc augmente par étirerderntbe.

On peut donc stocker de I'énergie magnétique darighe en le tordant ou en I'étirant : c’est ce
gue fait le Soleil par I'intermédiaire des mouvemsgrhotosphériques qui agissent sur les ancrages
des tubes magnétiques.

V — 3 - 5 Hélicité magnétique

Sur un volume fini V, on montre que l'intégraleA.B dV = H est invariante pour un plasma
parfaitement conducteur et se nomme hélicité magreétDans cette intégral&,est le potentiel
vecteur dont dériv8 par la relatiorB = rot A.

On montre également que I'état d’énergie minimalee configuration magnétique est un champ
sans force a constant.

V — 4 Equation de diffusion et d’advection du champ magnétique

Derot B = o[]j + 1/C23E/$t ], on tire en prenant le rotationnel de cetteadign:
rotrot B = grot j + 1/C2$rotE /$t
avecrotrot B =graddivB - B =- B, etrot E = -3$B/$t, on obtient:

- B= orotj +1/C2$rotE/$t = grot | - 1/C2$B/$t2
Avec la loi d’Ohmj = (E+v B), on obtient :

=- grot ( (E+v B))+ 1/C2$B/%$t2
B=- grot ( E)+ orot( (v B))+ 1/C2%B/$t2
Orrot ( E)= rotE+grad E
etrot ( (v B))= rot(v B) +grad (v B)
d’ou

B=- o rotE- ggrad E- o rot(v B)- ggrad (v B)+ 1/C2$B/$t2
avecrot E = - $B/$t, on obtient finalement:

[ B-1/C2$B/$t2]/ o + rot(v B) +1/ [grad (E+v B)]=3$B/$t (V-46)

Dans I'hypothése ograd = 0, c’est a dire lorsque ne varie pas dans I'espace (ce qui signifie un
milieu isotherme puisque = 8 10* T*296'm™), cette équation se simplifie:

[ B-1/C2$B/$t2]/ o + rot(v B) =3$B/$t
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Dans un milieu deonductivité infinie, on a simplemenbt (v B) = $B/$t qui constitue une
éguation de transport ou d’advection du champ ntagreé

Dans un milieu deonductivité finie, on reconnait dans le premier terme I'équationrdpamyation
des ondes lumineuses a la vitesse B £ 1/C2$?B/$t?). La vitesse caractéristiquedu plasma

étant tres petite devant C, nous pouvons néglgtrine en 1/C2 et nous aboutissons a I'équation
d’induction du champ magnétique :

B/ o + rot(v B) =$B/$t (V-47)

Cette équation comprend un termedifbusion | B/ o =$B/$t | dont le temps caractéristique
(temps de diffusion) est égal @=L2 o (L dimension caractéristique) ;

et un terme didvection |rot (v B) =$B/$t | dont le temps caractéristique (temps dynamique
est égal a = L/v.

Numériquement, on trouve avec 8 10* T¥2%'m™ :
Photosphére chromosphére (10000 K) :10° %*'m™, couronne (10K) :  10° %™m™

Granulation photosphérique = 10° km, v =1 km/s : 4= 10s, =1Cs
est du méme ordre de grandeur que la durée datesigranules (10 mn)
Structures coronalesL = 1¢F km, v = 100 km/s ;4= 10®°s, =10's

Aux échelles des structures solaires observablesl@0 km), le temps de diffusiog est toujours
trés long devant le temps dynamiqueda diffusion du champ magnétique est donc inaffe, sauf
sur des échelles minuscules (100 fois plus pegitese minimum observable) de I'ordre de 1 km
ou moins, ce qui laisse supposer que les phénompemesent diffusifs ne se produisent que sur
ces petites échelles spatiales. Pour L = 1 kmiauve 4= 10° s pour la photosphére.

Mais il existe une échelle de temps intermédiairiedgcrit I'instabilité de déchirement (« tearing
mode ») du champ magnétique dans une région depsharagnétiques anti paralléles par exemple
(nappe de courant). Cette instabilité se produit'éohelle de temps caractéristique égale a :
1/2
t=(a )
ce qui donnera numeériquement pour une région dépar 100 km (minimum observable) a 10000
Ketv=1km/s:q=10s, =10s, et =10 s soit une journée. Le rapport

Rm=da/ =L o V (V-48)

est appeléombre de Reynolds magnétique R et le temps de « tearing » s’en déduit par
(Rm)*? . Le rapport P=R/Re= (L2 o )/ (L% )= o  du nombre de Reynolds magnétique au
nombre de Reynolds visqueux est appelé nombRraledtl magnétique.

Dans la couronne avec les valeurs ci dessus, B'3; dans la granulation, on aurait,R 1. Rn,
est de I'ordre de 1 seulement aux petites I'échalpmtiales diffusives (< 100 m).

Modes de déchiremen tearing

modes » du champ magnétique dans
une configuration anti paralléle
(nappe de courant); les points X de
nappe sont des sites de reconnexion
magnétique.
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Résolution de I'équation de diffusion dans quelquesas simples

On se place dans un espace a 1 dimension x epposelconnue a l'instant t = 0 la distribution du
champ magnétique vertical B(x,0). B(x,t) est dopagla résolution de I'équation de diffusion :

#B/$x2/ o =3$B/$t
Cette équation se résoud par transformée de FoAxiec la convention
TR(u) =  f(x) €? " dx, on obtient en prenant la TF de I'équation :

-4 2w Th(ut)/ o =$ TRs(u,t) Bt en utilisant la propriété de la TF : TE -4 2u2 Tk
Cette équation a pour solutioFg(u,t) = TR(u,0) e * “wt/ °

Observation d'une nappe de courant dans un sitptdr(frRACE, NASA, a gauche en EUV et
SOHO/MDI, ESA/NASA, a droite en champ magnétiqugitiedinal)

Et par transformée de Fourier inverse sur u, oirenbB(x,t) connaissant la transformée de Fourier
de la distribution spatiale initiale du champ magne :

B(x,t) = TF* [ TFgxo)(u,0) e * “*t/ 0 ]

Remarque : & "% =(, /49 TF(@E °*™)

donc TR(UY = (o /4 "*TFB(x,0)] TF[e * ™) = (o /4 " TF[B(x,0) * & * ]
ou * désigne le produit de convolution, en utilisenfait que la TF d’un produit de convolution est
€gal au produit des deux TF. On en déduit donc que

Bix,)=(o /41B(x,0)*e °**" | (produitde convolution sur x)

En développant, B(x,t)=¢ /4 )% B(u-x,0) e ° “du
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Si B(x,0) =B (x) fonction de Diracon obtient de suite B(x,t) =B o /4 t)1?e © X4

Si B(x,0) est une fonction portke hgtﬁteur Betde largeur |, alors :
B(x,t) = Bo TR [sin( lu)/( u) e * w0 ]
car la transformée de Fourier de la porte gsirif Iu)/( u)

Nappe de courant et point neutre X
Une nappe de courant dans le plan Oyz infinimewt fieut Etre décrite par le modéle simple :

B = B(x,t) g avec: B(x,0) = B pour x>0 et B(x,0) = —Bpour x <0. Le resultat ci dessus (produit de
convolution) nous donne :

X

Bx,)=(o /4t Bx-u0) e’ *™du=28(, /4t e 0 vt gy VTT Bo

y
B =(2B/ ) €“du poury=x/(4th )2 -BOH X

y 2 . 7
B(x,t) = Boerf[x /(4 o )*3 | ou erf(y) = 2/ . e" du est la fonction d’erreur, tabulée.

On a B(0,t) = 0 (point neutre X) et lim B(x,t) =By lorsque x =*

La densité de courant est donnée |par (1/ o) dB/dx = [2B/( o )] ( o /4t)*2 g O x4t

En x =0 dans la nappe(0P)=[2Bo/( 0 )] ( o /4t)1’2 diminue avec t. Néanmoins, le courant total :

jot = jzdX = 2B/ ( est conservé, ce qui signifie que le courant défan s’étendant.
La puissance totale dissipée par effet Joute P2/ dx peut se calculer sachant quee” du =
et on obtient P= (B o) [2/( o  1)]*?

La puissance Joule varie donc entl/elle assure la conversion de I'énergie magnétien
chaleur.

Le résultat de la diffusion est un étalement desrgls magnétiques, et une diminution de
l'intensité du champ, comme le montre la figuréessous pour laquelle la distribution initiale est
B(x,0) = By pour x>0 et B(x,0) = —8pour x <0. On a tracé la fonction normalisée e X

B(x,t) = Boerf[(x/l) / (4t/ 4)*'], | étant définie parg=12 ¢ , 4 étant le temps diffusif.

Diffusion du champ magnétique dans une napg
courant.

Le champ magnétique est initialement antiparaltédas
I'espace x > 0 et x < 0. On a représenté géB fonctiol
de x/l pourt/ 4=

0.01 0.1 e 05 -

20 - - --100-"-"-

avec ¢=12 o temps diffusif, | épaisseur de la nappe
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Points et feuillets neutres de type X au dessused’agion éruptive (TRACE, NASA, en EUV)

V — 5 Reconnexion magnétique

Ainsi que nous l'avons dit, elle ne peut se dévedsmu’aux petites échelles, au voisinage d’'un
point d’annihilation des champs magnétiques de ¥jpau sein d’'une nappe de courant trés fine
dont I'épaisseur | est gouvernée par les mouventeEnt®nvergence du plasma vers le point X
comme le montre la figure ci dessous.

A
y

Vin Reconnexiol
magneétique de type
Petschek. La parti
hachurée est une région
centrale purement
diffusive, et d’épaisseur
| extrémement findans
laquellele nombre de
Reynolds magnétiquen,
est voisin de 1.

Vout Vout

v

Vin

Le temps diffusif dans la couche d’épaisseur Irifécqy =12 o . Si v désigne la vitesse de
convergence du plasma vers la nappe (celle cigisaiimposée par exemple par les mouvements
photosphériques entrainant les pieds des lignésrce d’'une structure plus haute dans leur
mouvement), alors | 5y vin =12 ¢ Vi, d’ou l'on tire :

I=1/(o Vi) (V-49)

En général, yest faible (de I'ordre du km/s).
En prenanty=1km/s, 10°%'m™, 'ordre de grandeur de I'épaisseur | de la couste
seulement le métre !

86



Le plasma est éjecté du site diffusif ¥i@sse d’Alfvenvoy = Vva= B/( o ) vitesse en général
élevée mais inobservable vu la faible épaissewitdude reconnexion. B est la valeur du champ
externe a la nappe de couranést la masse volumique interne a la nappe.

Dans la photosphére calme : B =*ID, = 10° kg mi*donne ¥ =1 km/s
Dans les taches: B = 0.1 Tz 10° kg m®donne ¥ =100 km/s
Dans la couronne: B = ¥0r, = 10"%kg m*donne y=1000 km/s

La longueur L de la région diffusive est donnéelpaonservation de la masse

in L Vin= out! Vour= outl Va
Ce qui donne L de l'ordre du m dans la photospbalme, et du km dans les conditions de la
couronne, aveciy=1 km/seti,  out
Par ailleurs, la conservation du flux magnétiquertwi, Bin, = Vout Bout. COmme ¥, << Vg, ON en
déduit que B >> By, La nappe de courant convertit donc I'énergie ndéigoe en énergie
cinétique et en chaleur (effet Joule).
La topologie locale des lignes de champ peut &wceité par le modele simple de champ
magnétiqueB (y, 2 X, 0) dans le repere Oxy de la figure, avee< 1. Les lignes de champ
magneétique sont des hyperboles d’équation 22 = constante, ayant pour asymptotes y =xt
La densité de courant est alors donnég paot B/ o= ( 2-1)/ o €&,
D'ou la force de LaplacB(x,y)=] B=[(1-2) 2xe-(1-2)ye] o
Cette relation montre que le plasma est pousstede I'axe Oy vers la nappe de courant puisque
FOO,y)=-(1- 9 ye / o (R, <0siy>D0), et éjecté de la nappe le long ded’Ox ou I'on a
maintenant(x,0) = (1- 2) 2xe/ o(Fx>0six>0).
V — 6 Ondes acoustiques, ondes d’Alfven, ondes maiga acoustiques, ondes de gravité

V — 6 —1 Ondes de pression longitudinales

On dispose des équations de base, Bve®et en négligeant la gravité :

$/$t+div(v)=0 conservation de la masse

[ $v/$t +v.grad(v) ] =-grad P mouvement
On se place dans I'hypothese de petits mouvemedsd de I'axe des x :
$/$t+ oPv/$x=0

o v/$t = -$PSx

On a négligé le termegrad(v) du second ordre, ep est la masse volumique au repos.
Pour aller plus loin, il faut relier P apar une loi :

Dans un milieu isotherm® / = constante, d’ou il vier#iv/$x2 = ( o/Poy) $2v/$t2, qui est une
équation de propagation d’une onde a la vitgsses (B/ 0)"* = (kTo/m)"?|, m masse atomique.

Dans un milieu adiabatigu® / = constante, d’ou il vier#iv/$x2 = ( o/ Po) $2v/$t2, qui est une

équation de propagation d’une onde de vitesse (Py/ 0)*? = (kT¢/m)“? |, m masse atomique.

87



Dans la photosphére, avec T = 5800 K, on trouyve CkTo/m)*2= 9 km/s
Dans la chromosphére, avec T = 8000 K, on trouve (kTo/m)"?= 11 km/s
Dans la couronne, avec T = 1.5 1 on trouve G= ( kTo/m)¥?= 144 km/s
V — 6 —2 Ondes magnétiques d’Alfven transversales

On dispose des équations de base, dans lesqoelieglige la gravité et la pression:

$/$t+div(v)=0 conservation de la masse
[$v/$t +v.grad(v)]=] B mouvement
j=rotB/ o
rot (v B) =3$B/$t équation d’induction en conductivité infinie

On se place dans 'hypothese de petits mouvements
le long de I'axe des z dans un champ unifoBge

porté par I'axe des x, étant la masse volumique au repos (figure). ‘4
Les quantités dépendent de la variable x.
$ /$t = 0 montre que I'on peut considérecomme constante.
0$V/$t =rotB Bo/ 0 AV
$B/$t =rot (v Bo) k
La Zemeéquation,mo'ntre queest orthogonal Bo. ' . |
En prenant la dérivée par rapport au temps declansie équation, y
on obtient :
Bo
o$V/$t2 =rot (rot (v Bg)) Bo/ o (V-50) X

La ™ équation montre que la perturbation du champ ntagreééest portée par I'axe Oz, tout
comme le mouvement, donc elle est orthogond@e dous calculs faits, on trouve :

FVIBX2 = (o o/Be?) BV/Bt2 et $B/Bt = By $v/Px
La lére équation est une équation de propagatimnitesse caractéristique s €Bo/ ( o o)*?
appelée vitesse d’Alfven, de I'ordre de 1000 knasglla couronne solaire:
La solution est une onde plane de la forme y &%~ 9, la Z™ équation donnant la perturbation
de champ magneétique B = o B/ / G) << By

A

V — 6 — 3 Ondes magnéto acoustiques Z
Le cas général est plus complexe : il tient conageefois ky= K cos
de la pression et du champ magnétique.
On dispose des équations de base, dans lesqoelieglige la gravité: ABo
$/$t+div(v)=0 conservation de la masse

[ $v/$t +v.grad(v)] = -grad P+j B mouvement 5
j=rotB/ o oy
rot (v B) =$B/$t équation d’'induction k  =ksin

On relie P a par une loi adiabatique, P /= constante

Le champ magnétiqu®, est supposé uniforme porté par Oz.

0, la masse volumique au repos, gtéPpression, sont aussi uniformes.
On va rechercher les solutions sous forme d’ondegedteur d’ond& contenu dans le plan xOz, et
faisant un angle avec I'axe Oz. En s’intéressant uniquement auitspetouvements, les équations
ci dessus se transforment en :
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$ /Bt + odiv(v) =0
oPvi$t=-( P/ g)grad +rotB Bo/ o carP=R(/ o)
$B/$t =rot (v By)

En dérivant la seconde équation par rapport augeingent :
o RVIBt2 = - ( Py o) grad($ /$t) + rot($B/$t) B/ o

On tire$ /$t et$B/$t des deux autres équations d’ou:
Rvistz = ( Py/ o) grad(div(v)) +rot(rot (v Bog)) Bo/ (0 0)

Posons G=( Py/ o)"?etG=By/ (o oY respectivementtesses du son et d’Alfven

En remarquant quB, = By €,, on aboutit a I'équation finale :

Rv/$t2 = C2grad(div(v)) + C2rot(rot (v &)) & (V-51)

Pour réoudre cette équation, on rechercheddss planesous la forme = X =9 X
amplitude du mouvement. Sachant que I'on a, danadee des ondes planes, les opérateurs :

div =ik . (produit scalaire) grad =ik (multiplication)
rot =ik (produit vectoriel) (V-52)
$$t=-i (multiplication)

On transforme cette equation e#:X = C2k(k.X) +C2Zk (k X €)) &
PosonsX = (x, y, z) etk = (k |, O, k) ; on en déduit le systeme linéaire :

(C&+ D) k_l_2 + G2 k2 - 2 0 @ k_|_ Ky X
0 G k- 2 0 y =0
C2 k| ky 0 G2 kP - 2 z

Ce systeme n’a de solution non triviale que sid&erminant est nubn obtient par ce moyen la
relation de dispersion en fonction de k.

Premier sas patrticulier : ondes acoustiqueg €0)
On retrouve une vibration longitudinale paralléle &t la relation de dispersion= Gk

Second sas particulier : ondes d’Alfven, €0)

On trouve deux possibilités de vibrations transalessorthogonalesBo:
une vibration x = z = 0 orthogonale au p{&nBy) et de relation de dispersion= C, k;
une vibration y = z = 0 dans le pléq Bo) et de relation de dispersion= C, k

Dans le cas générabn trouve deux relations de dispersion :

= Gaky (onde d’Alfven) (V-53)
et 2/k2=%{[G2+CA +[(C3- G + 4 GZCsin? ™}

le second mode est une vibration y = 0 dans le (daBo) aveck | = k sin et k;= k cos

Cette derniere relation de dispersion délivre ddgtesses de phase = /k, donc 2 modes : un
mode _rapidd€signe +) et un mode le(digne -). Lorsque £>> C,, alors on obtient
approximativement pour vitesses de phase v/ k C,(rapide)etv= [k Cscos (lent)
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Si = /2, k, =0,k etBg sontorthogonauyx, il n'y a qu’une seule vibration paralléle a Ox,nhode
rapide, de vitesse de phase=v /k = (G2 + G2'?

Si =0, k| =0,k etBp sontparalleles il y a deux modes, une onde d’Alfven transversale
parallele a Oy de vitesse de phasev / k = G, et une onde sonore longitudinale parallele a Oz de
vitesse de phasew /k=GC

Les relations entre les composantes x et z déblatidon sont les suivantes :
z/x =-CG&sin cos / (C&cos? - 2/k?)

Lorsque G>> G, alorsv = [k C,(mode rapide) donne z/x << 1, vibration selon Ox
orthogonale 8petv = /k Cscos (mode lent) donne z/x >> 1, vibration selon OBgt
Le mode lent peut étre assimilé a une onde somgpeopageant le long de tuyaux magnétiques.

V — 6 - 4 Ondes de gravité
On considére un milieu isotherme stratifié enadtit z de pression@) = R(0) € et densité
o(z) = o(0) €, dans lequel la vitesse du son est donnée &G Po(z)/ o(z) = kT/m=
gH, ou H = kT / gm est I'échelle de hauteur.
Le milieu est initialement au repos, sans champntgue, et stationnaire. En supposant une petite
perturbation, on peut écrire P PP, = o+ 1. On négligera les quantités au second ordre.

Equation de conservation de la masse :
$ /$t + div( v) = 0 devient au premier ordré& :1/$t + div(v) +v.grad ¢=0

Equation du mouvement :
($v/$t +v.grad v) = -grad P + g devient au premier ordre 3 $v/$t = -grad P, + 19
car initialement on est a I'équilibre hydrostatiquegrad P+ og =0

Equation de conservation de I'énergie :

Pour un milieu supposé adiabatique,

($PMt +v.grad P) = ( P/ ) ($ /$t +v.grad ) devient au premier ordre :
($P/$t +v.grad Po) = ( Po/ o) ($ /$t +v.grad o) = C2($ /$t +v.grad o)

En dérivant I'équation du mouvement par rapportesps, on obtient :
o FV/Bt2 = -grad $P/$t - $ 1/$t ge, (e, étant un vecteur unitaire dirigé vers le haut)

On tire$P,/$t de I'équation d’énergie & 1/$t de I'équation de conservation de la masse,
d’'ou $P,/$t = - G2 ( div(v) - v.grad Py, que I'on reporte dans I'équation du mouvement :

o PV/$t2 = -grad $P/$t + ( o div(v) +v.grad o) ge,
=grad (C& odiv(v) +v.grad Pp) + ( o div(v) +v.grad ¢)ge
= @ ograd(div(v)) + C&grad o div(v) + grad (v.grad Py) + ( o div(v) +v.grad o)ge

Commegrad P, = -RPy/H e, etgrad Py = -Py/H &, on obtient finalement :

$v/$iz = C2grad(div(v)) — ggrad(vy) — g (-1) div(v) & (V-54)

La recherche de solutions en ondes planes derteefdf” = ¥ entraine (utiliser V-52):
2y = Gk (k.v) +igkv,+ig(-1) k.v) e

On prend le produit scalaire avieci gk? v, =(k.v) ( 2- C2k?2-ig(-1) k)
puis avece, : V. ( 2-1g k) = (k) (CEk,+ig(-1))
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Le rapport des deux expressions permet d’élim(ike) et v, et on obtient ainsi la relation de
dispersion :

(2-igk)/(igk?d) =(C&k,+ig(-1)/(2-C&k2-ig(-1)k) (V-55)

qgui donne des ondes acoustiques=(k C) lorsque g = 0. Les ondes de gravité sont dessodee

basse fréquence telles que< k G;; dans cette hypothése, la relation de dispergogduit a :
(9/C) (-1)"2(1- kAk2)¥

et si I'on pose cos= k/k, eétant I'angle entre k et la verticale, K,

= (9/C) ( -1)"?sin =N sin (V-56)

La pulsatio N = (g/¢ ( -1)?| porte le nom de pulsation de Brunt Vais

Dans I'atmosphére solaire (LK):
Avec =5/3,G=10km/s,g=275m/s2,=Nsin/2 3.5 MHz (période 285 s).
Dans l'intérieur solaire (fK), les fréquences sont trés basses:

Avec G =100 km/s, =Nsin/2 0.35 MHz (période 2850 s).

Les ondes de gravité se propagent plhtdizontalement( =0=> =0).

Pour étudier le déplacement en propagation hodensupposons qke= ke ( = /2):

De larelation : 2v= C2k (k.v) +igkv,+ig(-1) (k.v) e, on déduit en projetant sur les axes,
avec =N =(g/C) ( -1)*%:

vy=0ety=i(Cs?kig) ¥, [w>> |y

I'onde esttransversale et ledéplacement esertical.

Dans le cas général ou on ne fait plus I'hypothés& k G, la résolution de I'équation de
dispersion est plus complexe et nécessite le cinaegfede variabl&® =k +i g/(2C32) e, et
I'introduction d’un angle ’ tel quek? sinz2 =k’ sin2 ’. Nous ne developpons pas les calculs qui
sont fastidieux et énongons seulement la nouveligion de dispersion obtenue :

2( 2_NSZ):CSZk’2 ( 2 _ N2 SinZ’)
ol (V-57)
Ns= g/(2C), N =(g/GQ) ( -1)?,Cs=( kT/m)*?, NN = /[2( -1)Y 1.02si =5/3

La perturbation est ed @Cs)2d (' = ot croft exponentiellement en altitude.

En propagation verticale = 0), la relation de dispersion est= N2 +C2k'2 Ng&
Il existe donc une pulsation de coupure Ns

En propagation horizontale = /2), la relation de dispersion est( 2- N&) = C2k2 ( 2- N?), et
2 0implique Nsou N

En propagation quelcongaweck’ = (K'x, 0, k’,), la relation de dispersion est :
2 CSZk’ZZ = 2 ( 2 _ NSZ) - CSZk’XZ( 2 _ NZ) O’ d’ou :

foo2 (st + C52 k,xz) + Cs2 k’xz N2 O (V-58)

ayant pour solution :
1=V [ N2+ C2K 2 + (N2 + C2K' Q)2 - 4 G2K,2 N2 )2
{ > =Y [N2 + C2k',2 - (N2 + C2K',2)2 - 4 G2k’ ,2 N2 )1/2]
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On areprésentg = 1/2 et ,= ,/2 enfonction dey = k'x/2 sur la figure ci dessous. La
granulation solaire (1000 km) apparait dans la zgrel/ x = 10° m™ ; la mésogranulation (10000
km) correspond &, = 10 m™. On a tracé; et , pour les températures extrémes (4170 K et 9000
K) de la photosphére<) et de la chromosphére (---) solaire, ainsi quér fntérieur solaire (10

K en pointillés). Entre les deux limites a 4170t0@00 K, les ondes sont piégées dans des cavités
et deviennent stationnaires. Les oscillations deg@é 200-300 s ( 4 mHz) observées sur une
échelle spatiale de 10000 km (mésogranulation) Batmsosphere solaire tombent dans une cavité.

V — 7 Chocs hydrodynamiques : relations de Rankinelugoniot

Nous traitons un choc comme une discontinuité tsse, tempétature, densité et pression. En
amont, le nombre de Mach est supérieur a I'unitechbc engendre une compression du plasma en
aval. Appelons ¥ P, ; les vitesse, pression, masse volumique en amochaly ety, P,, ,les
vitesse, pression, masse volumique en aval.

La conservation de la masse dw)(= 0 donne 1 vi= 2 Vz

L’équation du mouvementv.grad(v) +grad P =0donne; vi2+ P = ,Vv2+ PR

L’équation d’énergie div[(H + %2v2) v] = 0 donne :

[ I -DIR/ 1+%2w?=[ /( —1)]R 2+%2 v

En fonction du nombre de Mach incident Mv;/Cs, ou Cs2 = P4/ ; est la vitesse du son, on
obtient pouM > 1:
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Vilvo = of 1= (+1) M2/ [2 + Mi23( -1)] > 1 (compression
P/P1=[2 M:2-(-1)]/(+1)>1(compression) (V-59)

M2=[M2(-1)+2]/[2 M2-(-1)]<1

Lorsque M varie de 1 a l'infini :

l<wivo= o 1 <(+1)/( -1) (=4 pour =5/3)
1<PR/Pi< etl<TB/Ty=(RSP) /(2 1)<

V — 8 Introduction aux chocs MHD
V — 8 — 1 chocs MHD perpendiculaires

On traitera uniguement les chocs perpendiculaioasdissipatifs (conductivité infinie) a la

direction du champ magnétique sous la forme d’useodtinuité de vitesse, tempétature, densité,
pression et champ magnétique. En amont, le nomébMath est supérieur a I'unité. Le choc
engendre une compression du plasma en aval qiinitge par la présence du champ magnétique.
Appelons v, Py, 1, B; les vitesse, pression, masse volumique, champ étigge en amont du
choc, ety, P,, », P, les vitesse, pression, masse volumique, champ étigge en aval.

La conservation de la masse diw)(= 0 donne 1 vi= >V,

L’équation du mouvement
v.grad(v) =-grad P+] B

fait appel a la formulation de la force de Lapldoanée Vi B1 B, V3

cidessu$ B =-grad (B%2 () +n B?( oR), dans —_— —_

laquelle le rayon de courburstenfini. Dans la directio

x orthogonale aux lignes de force, on obtient alors >
vgrad, (v) =-grad_P - grad (B2 o)

Comme v = constante, cette équation devient

grad| ( v2+P +B225)=0dou: grad|_=$$x
1Vi2+Fi+Bi%2 o= 2v2+ R+ B22 g y

La conservation du flux magnétique (dv= 0) impose d’avoir B v = constante, donc
Bivi=Bx Vv,

L’équation d’énergie div[(H + “2v3) vl = (j  B).v fait aussi appel a la formulation de la force de
Laplace donnée ci dessus B = - grad | (B%2 () + n B%/( oR), dans laquelle le rayon de courbure
est infini. Dans la direction x orthogonale auxkg de force, on obtient alors:

div[(H + %2 v?) v] = -v grad| (B2 ), soit

$Bx [(H + % v2) v] + vE$X(B22 o) = 0, car div =$/$x et grad| = $/$x

X [(H+ 22 v3) v] + vBHX(B/ o) =0

Comme B v = constante, cela permet de simplifésgiliation ci dessus sous la forme :
X [(H+Y2 v3) v+ v B2 =0, dou 'on déduit finalement :

(Hi+% vi2 + B2 gvi=(Ha+% v2 + B2 g V2
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L’enthalpie par unité de volume vautH=U + P =R - 1), avec = 5/3 pour un gaz
monoatomique. On doit donc résoudre le systemeudtgmns suivant :
1Vi= 2V2
Bivi=B v,
1V2+ P+ B2 0= 2v2+ R+ B22
(P]_ /( - 1) + 1 vi2 + B o) V= (Pz /( - 1) + 15 v2 + B/ o) Vo

connaissant en entrée M v;/Cs, ou Cs2 = P4/ 1 est la vitesse du son, avdg > 1,
et 1 =P/ (B1?3/2 o), les inconnues sont X =/ 1= vi/v, = By/B;jainsi que RP;

Tous calculs faits, on trouve :

P/Pi= M2(1-XH+1+ 7Y (1-X?9 (V-60)

X étant solution d’une équation du second degrén@admet qu’une seule racine positive :

2X22-)+X (2 1+ 2( -)M2+2)- 1 (+1)M?=0 (V-61)

Le choc ne se produit que si X > 1. Il est facgengontrer que cette condition se traduit par la
somme des trois coefficients de I'équation du séaegré négative, soit :

22-)+ (2 1+ 1( =1)M2+2)- 1 ( +1)Mi2<0,cequidonne:

4+2 -2 1 M2 <0,

doncM2>1+2/( 1)

DeMi=w/Cs, 1=P/(B#2 ),Cs2= P/ 1,Ca2=B?/( o 1) vitesse d’Alfven,

On déduit ¥ > (Cs2 + Ca2)*?

Le choc ne se produit donc que si la vitesse amstrgupérieure a celle du mode MHD rapide

Variations de X =,/ 1= vi/v, = B,/B; en fonction du nombre de Mach k& gauche) et de /P (a
droite) pour plusieurs valeursde =1 (—), 0.3 (), 0.1 (------ ) ; la courbe la plus haute, en
rouge, est la solution asymptotique que I'on oliteetiaide des relations de Rankine Hugoniot en

'absence de champ magnétique.

V — 8 — 2 Chocs obliques lents et rapides (« slowogk » et « fast shock »)

Nous ne donnerons que les principaux résultatesgléypes de chocs plus généraux, que I'on trouve
a I'c;euvre dans les processus de reconnexion meggeéggruptions solaires par exemple). On
montre, ave®/$y = $/$z = 0,v (vx, ,0) etB (By, By, 0), que :

la conservation de la masse diw( = 0 entraine 1 Vix= 2 Vax

divB = 0 implique Bx = By

I'équation du mouvement en projection sur les d@es Ox et Oy donne :
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1V + P+ B2 0= 22+ B+ B2 o

1VixViy - BixBiy/ 0= 2VoxVoy - Box Boy/ o
'équation d’inductiorrot(v  B) = 0 se traduit par :
leVly' Blyle = Box Voy— BZyVZX

La condition de choc est X =/ ;> 1, R/P; > 1. On distingue deux types de chocs :

choc B choc
B, 4y T\
B1ix = Bax
Vix < Vox
B. B1
EEEE— I
Choc lent « slow shock » Choc rapide « fast@tk »
B se rapproche de la normale au choc B s’éloigne de la normale au choc
Boy<By=>B<B; Boy>By=>B>B;
vi Ca vi XCa
Vix  Csiow1 Vix  Chast1
Vax CsIow2 Vax Cfast 2
ou Gyowet Gast SONt les vitesses caractéristiques des ondes Melides” et “rapides”.
V2y V]_y V2y V]_y
Chocs lents et rapides,
Choc lent choc lent

modéele d’éruption solaire

Choc rapide

Lorsque By! Oety! O, lechocrapidelegénere en choc MHD perpendiculaire pour leqoel o
vu que B > By, Vi Crast1=(Csi2 + Ca?)'?

AY
Lorsque Bx! Oet\y! G0, ,onesten B>
présence d’une discontinuité
tangentielle qui sépare simplement Vs T Vi
deux plasma pour lesquels on a f B:
simplement :
—> X

P, + Bly2/2 o=P+ Bzy2/2 0
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V — 9 Solution de Parker du vent solaire : écoulenm transsonique

Les équations fondamentales, en régime stationreien négligeant toute force magnétique, ainsi
gue toute source d’énergie, ont été établies atlessuivantes :

div( v) =0
v.grad(v) =-grad P+ g
div[H +%2 v3)v-k,gradT]= g.vavec g =- GM/r2
aveCH=(/M)KT /( -=1)=P /( —-1)
et P =2 kT/m (m est la masse atomique du proton, le fa@erovient du fait que le plasma est
totalement ionisé dans la couronne solaire), celgone 3 équations a 3 inconnues, Bt v.

On se place dans un systeme de coordonnées s@®rilzuns lequel la seule variable estr. Le
vecteur vitesse est purement radial. Dans ce ogsvil = 1/r2 d/dr(r2v) =0 ; on en déduit :

r2 v = constantg

L’équation du mouvement devient|: v dv/dr =- dP/dr - GM/r?

L’équation d’énergie devient :

Uz d{r?q[(H + % v v-k,dT/drl}/dr= - (GM/r?)v

d[(H + Y2 v3) v r2-k,r2dT/dr}/dr = - (GM/r?) ( v I?)
Comme r2v = constante, on peut intégrer cette équation :

(H+ % v3) vrz-k,rzdT/dr = (GMIr) ( v r?) + constante, d’ou finalement :

(H+% v2- GMIr) vr?-k,r2dT/dr = constantg avecH=F( -1)

Nous faisons maintenant I'hypothése d’'un miligatherme: dans ce cas, on a une équation de trop
(I'équation d’énergie) puisque I'on a 2 équatiorsiaconnues et v (continuité et mouvement) :
> v = constante, et

v dv/dr =-dP/dr - GM/r2 dans laquelle P = 2kT/m (T = constante)

On choisit v comme variable, et on exprimet P en fonction de v :
= oVore?/ (vr3) etP =2 KT/m =2 (KT/m) oVvo re?/ (v r?) en supposant qu'en rg on ait =
o et v =vp. L’équation du mouvement devient :

dv/dr (v —@/v) = 2 v@lr — (u3/2) (r/r?)

ou Vs = (2 kT/m)Y? est lavitesse du soretv, =(2GM/r )Y est lavitesse de libérationdu plasma
(on trouve yen écrivant que la somme de I'énergie cinétiquiedtenergie potentielle en r zest
egale a celle que I'on aurait a I'infini, c’est iaednulle). Cette équation différentielle s’integre

Y2 (V2 -\p?) — V&2 In(VIVg) = 2 v In(r/rg) + (u3/2) (r/r — 1) (V-62)

L’équation différentielle admet une singularitésgue le terme de gauche et le terme de droite
s’annulent simultanément : v s @t r = £ = Y4 ip (W/vy)?

La solution est alorsanssonique(v < vs pour r <Jet v > vs pour r >¢. Cette solution est
atteinte pour la condition initiale telle que :

Y2 (V& -Vo?) — V& In(ve/Vo) = 2 V& In(Ya (MIvs)?) + (W3/2) (4(w/v))?— 1)
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Numériquement, avec T = 1.5%K, M = 2 13° kg, p= 700000 km, on trouves = 157 km/s etv,
= 600 km/s,dont on déduits = 3.9 1. Dans ce modele, I'écoulement devient supersoracie
rayons solaires lorsque satisfait I'équation ci dessus, ce qui donne 6nask

A grande distance du soleil, on a les solutionsngsgtiques :
v=2w[In(rlre) 1Y% et = ovore2/[2 vs r2(In(r/s))"?
Ce sont des fonctions a variation lente (mais listess, car v et 0).

A l'orbite de la Terre (1 UA), cette solution asytoique donne 365 km/s (la valeur observée est
voisine de 400 km/s). La densité observée estneide 10 m™, ou masse volumique de 1.720
kg m*. Avec ces données, la perte de masse du soleieest? v soit 2 18 kg/s (ce qui est
comparable & la perte de masse de®4&d diie aux réactions nucléaires de fusion au deeu
I'étoile). Si I'on considére que la durée de viestileil est de 18 ans, on trouve que la perte de
masse par le vent solaire sera de 3 h@sse solaire pendant la vie de I'étoile. La smiude

Parker permet de calculer la densité dans la coerarla naissance du vent solaire a partir des
données & 1 UA par la relation=r2 v/ (1o Vo), ce qui donneo = 5 10** kg m-3.

Solutions de Parker wy) du vent
solaire selon les valeurs de la
vitesse initiale y; la solution
transsonique (subsonique dans la
basse couror puis supersoniqu
est la seule convenable.

La situation réelle est plus complexe en raisorcldamp magnétique solaire et de la rotation de
I'étoile. Le mouvement radial des particules se lomm a la la rotation du Soleil, et le fluide
emporte avec lui les lignes de champ magnétiquairesl qui forment une spirale (la spirale de
Parker) non plane, avec une alternance de sec@atarité N ou S dans le plan de I'écliptique.

Structure en spirale d'Archiméde du champ magnétigterplanétaire selon le modéle de Parker
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V — 10 Tubes de flux en régime stationnaire

Ce paragraphe traite d’une thématique dont lesresogxpérimentaux sont particulierement liés a
I'amélioration du pouvoir séparateur des télescopes meilleures images du monde ont une
résolution de 0.15” (100 km) et ne permettent @asore de résoudre les « points brillants »
concentrés dans les espaces intergranulaires;aqui@tierprete comme étant la signature de tubes
de flux magnétiques minces et concentrés. Pourligienpnous appliquerons les équations de la
MHD dans un espace ne dépendant que de I'altitferezOz orienté vers le haut) en géométrie
cylindrique, pour un tube de flux de section S a&ant faiblement en altitude. En premiére
approximation, le vecteur vitesger’a de composante ¥ v que sur Oz, et Romposante radiale
deB est faible devant B= B. On considéere un écoulement stationnaire f&ane de Laplace.

L'équation de continuit® /$t + div( v) = 0 s’écrit en développant :
$ /$t+ div(v) +v.grad =0

L’équation d’induction en MHD idéalg#B/$t =rot(v  B) s’écrit en développant :
$B/$t =v div B — Bdiv(v) + B.grad v — v.grad B
avec divB =0

En projection sur Oz;.grad =v$/$z etB.grad = B$/$z

De I'équation d’induction, on tire div(v) $v/$z — (v/B)$B/$z — (1/B)$B/$t, que I'on injecte dans
I'équation de continuité :

$ /$t—(/B)$B/Bt + $v/$z — (v/IB) $B/$z + v$ /$z = 0, et en divisant par B :

(1/B) $ /$t — ( /B2) $B/$t + ( /B) $v/$z — ( v/B2) $B/$z + (v/IB)$ /$z = 0, soit finalement :

$( /B)/St +$( vIB)/ISz =0 (V-63)

En régime stationnaireette équation se réduitja v/B = constantg  (V-64)

ce qui découlait directement de div] = 0 <=> vS = constante
et dediv(B) = 0 <=> BS = constante A

On impose I'équilibre radial au tube de fluy : +B2/2 o= P.(2) | (V-65)

Ou R(z) est la pression extérieure, supposée connuenetion de z.
Un modéle simple consiste a choisitZ? = R(0) " ol h est une

échelle de hauteur donnée (150 km environ). VB
divB = (1/r) $(rB,)/$r + $B,/$z = 0 fournira ensuite B - (r/2) dB/dz . 2)
el
L'équation du mouvement($v/$t + v.gradv) =-gradP + g +rotB B/ o
devient en projection sur Oz v dv/dz = - dP/dz —g, d’ou
"0, 0, Vo, Bo

vavidz =- (1/) dPldz — g <=F d(1/2 v2 + gz)/dz + (LbP/dz = Q (v-66)

Cette derniere équation pourra s’intégrer si 'opmose le gaz isotherme ou adiabatique. Dans un
milieu isotherme de température T, avec la loighesparfaits P = kT/m = Cs?2, on obtient :
d(1/2 v2 + gz)/dz + (Cs? d /dz = 0 qui S’intégre aisément :

1/2 v2 + gz + Cs? In{) = constante| _ milieu isotherragec Cs = (kKT/mf)? vitesse du son
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Dans un milieu adiabatique, on a P#£ constante =¢? o, Py et oétant la pression et la masse
volumique & la base du tube. L'équation deviengca®s = ( Py o)*2 = ( kTo/m)"? vitesse du son
a la base du tube : d(1/2 v2 + gz)/dz + (C& oY) d /dz = 0 qui s'intégre immédiatement :

1/2 v2 + gz + Cs2 { o) */ ( -1) = constante _ milieu adiabatigaeec Cs vitesse du son a la base

Muni de ces quelques équations en régime statimmnra peut étudier quelques cas particuliers
simples, mais instructifs.

V — 10 — 1 Tube hydrodynamique isotherme a sectidd constante

Il Ny a alors pas de champ magnétique, et divE 0 <=> vS = constante.
Avec une section S constante, on obtiant ( vo = constante, oup et \p sont les quantités a la
base. L’équation du mouvement devient dans ce cas:

1/2 (V2 -\?) + gz - Cs?in(viy) =0

La dérivation de cette relation montre I'existedage singularité (dv/dz ) lorsque v = Cs.
Elle correspond a une altitude critiquedgfinie par :

Z. = (Cs?/g) In(Cshy) - 1/2 (Cs2 - ¥)/g

ou la quantité Cs?/g = kT/(gm) = h représente kdehde hauteur

V — 10 — 2 Tube isotherme a << 1

Si suppose que = P/(B2/2 o) << 1, alors on peut négliger P dans I'équilitadial des pressions
qui s’écrit désormais B2/3 = P (z) ce qui revient a imposer B(z) par la pressgigrieure.
On a maintenantv / B = ovo/ By = constante et I'équation du mouvement devient :

1/2 (v2 - w?) + gz - Cs2In[(vB)/(voB)] = 0 avec o, Vo, Bo quantités a la base

La dérivation de cette relation montre encore s&etice d’'une singularité du type dv/dz

lorsque v = Cs, ou bien du type dv/dz0/0 dans le cas particulier o(® = P(0) " entrainant
B(z) = B, €7?" h étant I'échelle de hauteur définie par Cs2hw Waltitude critique correspondante
Z. est solution de I'équation :

ze = (Cs?/g) In[(CsB)/(voB(zo))] - 1/2 (Cs? - ¥)/g

Dans le cas particulier ol B(z) 5 B??", h étant I'échelle de hauteur (Cs?/g), on trogue
I'altitude critique est doublépar rapport au cas hydrodynamique sans champ ricqugé

V — 10 — 3 Tube isotherme quelconque
L’équation du mouvement reste la méme :
1/2 (v2-w?) + gz + Cs2In(/ ¢) =0 avec o, Vo quantités a la base

L’équilibre radial des pressions P + B2 P, (z) avec Kz) = R(0) €”" ol h est une échelle de
hauteur donnée, fournit une équation liaet v puisque P =kT/metB =B ( v) / ( o Vo), Soit :

KT/m + (B2 o) ( V)2/( oVo)2 = P(0) "
En z = 0, cette relation s’écrigkT/m + (Bs?/2 () = P{0). En supposant ledu plasma connu a la

base du tube = ( (kT/m) /(Bp?/2 o), on impose par la connaissance d@)le champ magnétique
Bo = [2 o P{0)/(1+ )]Y? et la masse volumique = RyCs2 = (R(0)/Cs2) /(1+ ) & la base du tube.
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=1 =1
=1C

=0.01

Les équations ont une solution numérique v(z) efskn) en kg it et B(z) en Gauss, présentée
ci dessus. On a choisi(B) = 5000 Pa, J= 5000 K, ¢ = 0.5 km/s et on a fait varier L’altitude

est normalisée a h = Cs?/g = 150 km, avec Cs kré/4.

Les courbes rouges représentent la solution hydardigue sans champ ; l'altitude critique
calculée estgh = 2.05

Les courbes noires donnent la solution poar0.01 (—), 1 (*) et 10 (- - -). L’altitude critique
augmente lorsque diminue et double (z/h = 4.1) lorsque 0. Le tube est d’autant plus « vide »
gue est petit.

V — 10 — 4 Tube hydrodynamique adiabatique a sectioS constante
On a en fonction dey, Vo quantités a la basev = ¢ vo. L’équation du mouvement devient :
1/2 (v2-w?) + gz + Cs2 [(/ o) *-1]/(-1)=0

avec Cs = (Py/ o)"? vitesse du son a la base. La dérivation de ceféion montre encore
I'existence d’'une singularité (dv/dz ) lorsque

V= Csz/( +1)VO( -1)/( +1)

soit pour =5/3, v = C¥"*

Cette vitesse critique correspond a une altitudigjae z définie par :

ze = - V?l(29) [(Cshe)™ ™ - 1] — Cs2(g(-1)) [(vo/CsY* V™V - 1]
ou Cs?/(g) = kTo/(gm) = h est I'échelle de hauteur a la base da tiéflux, de température.T

V — 10 — 5 Tube adiabatique a << 1

Avec v/ B = oo/ By = constante et 'équation du mouvement devient :

1/2 (v2 - w?) + gz + Cs? [((¥B)/(vBo)) *—1]/ ( -1) = 0 avec o, Vo, By quantités a la base

En supposantd) = R(0) €”", on en déduit B(z) = 8e??" h étant I'échelle de hauteur extérieure.
Il existe encore une altitude critiquesolution de I'équation :

7.+ 1/2 (\62/9) [(CS/\b)4/( +1) e—(ZC/h)( -DI(+1) 1] + (Cszlg) [(WCS)Z( -1)/( +1) e—(ZC/h)( -1)/( +1) _1]/( _1) =0
qui doit étre résolue numériquement.

V — 10 — 6 Tube adiabatique quelconque

L’équation du mouvement reste identique :
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1/2 (v2-\?) + gz + Cs2 [(/ o) *=1]/ ( -1) = 0 avec avec Cs =Ry )2 o, P, Vo, Bo quantités a
la base, etv/B = ovg/ By

L’équilibre radial des pressions P + B%2 P (z) avec Bz) = R(0) €”" ou h est une échelle de
hauteur donnée, permet de reliegt v selon :

Po( / o) + (B2 o) ( V)2/( oVo)2=P0)&”"

En z = 0, cette relation s’écritkTo/m + (B?/2 o) = P«(0). En supposantplet le du plasma

connus a la base du tubes ( okTo/m) /(Be?/2 o), on impose par la connaissance @k le

champ magnétiquedd: [2 o P(0)/(1+ )]*? et la masse volumique = Rm/kTy = (M/kTg) P<(0)
/(1+ ) ala base du tube.

Les équations ont une solution numérique. On ascRg0) = 5000 Pa, J= 8000 K, ¢y = 0.5 km/s

et on a fait varier. L'échelle de hauteur extérieure est de 120 km.

Les courbes rouges représentent la solution hydardigue sans champ (altitude critique 425 km)
Les courbes noires donnent la solution poar0.01 (—), 0.1 () et 0.6 (- - -). L’altitude

critigue augmente a 545 km lorsqudiminue. La température doit étre plus élevéelake que
celle de la photosphére moyenne si I'on veut aveis 300 km une température réaliste.

V — 11 Equilibre énergétique des boucles magnétigeseoronales
De quels parametres I'équilibre énergétique d’'umgcke magnétique dépend il ? Nous allons tenter

de répondre a cette question de fagcon simplifiéeo@sidérant une boucle de longueur L donnée de
pression constante P (ce qui n'est réaliste quelpswboucles basses compte tenu de I'échelle de
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hauteur de la couronne H = kT/gm voisine de 50l@pancrée dans la photosphére. En régime
stationnaire, on a compétition entre le chaufféegepertes radiatives, et la conduction, selooila |

h — 2Q(T) + div(kygradT) = 0 avec k = ky T

et div(k,gradT) = (1/S) d(S kdT/ds)/ds = (2/7) &d2(T"?)/ds2 pour une boucle de section constante
S. s est I'abscisse curviligne. T(s) est la tempéeade la boucle a I'abscisse s. La fonction Q(T)
prend la forme /T aux températures coronales qui nous concereeniron 16 K). h est le taux de
chauffage par unité de masse. L'équation d’énex'gierit ainsi :

h — 2 [T+ (2/7) k d2(T"?/ds2 = 0 avec P = kT/m = constante

Avec = Pm/KT et en multipliant par d(f)/ds, on fait apparaitre une intégrale premiére :
(7hPm/5k) P2— (7P2m2 /k2) T2+ (ko/7) [d(T"%)/ds]? = constante

Nous raisonnons maintenant aux ordres de grandeurgviter d’avoir a intégrer cette équation
différentielle, et T désignera la température durset de la boucle. En faisant I'hypothese que le
chauffage est du méme ordre que le rayonnemegglité des deux premiers termes fournit une
relation pour le taux de chauffage h = (5P)/T2.

En faisant I'hypothese que le chauffage est du méne de grandeur que la conduction, I'égalité
du 1*' et du 3™°terme fournit une seconde relation pour le taugtdmiffage : h = (5kg49Pm)
T%2/L2, car aux ordres de grandeur 8ffds (T2 To"?)IL, en supposant que la températuge T
aux pieds de la boucle (photosphére &} @st négligeable devant celle du sommet T (cde)na

De ces deux formulations de h, on conclut que B$Tproportionnel 8 PT*%L2, dont on déduit :

T varie comme #2P*3 et h varie comme #3p>/13 (V-67)
P varie comme{°h**® et T varie comme°h*®

Ainsi, la température de la boucle est d’autans glkevée qu’elle est longue (faible conduction vers
les pieds) ou que le taux de chauffage est fort.

La pression P de la boucle est reliée a la pressitérieure par la relation de I'équilibre transatr
P + B2/2 o = Py, B étant le champ magnétique de la boucle. Pagst d’autant plus faible que B
est élévé, af constant. En introduisant ledu plasma, ona P %P /(1 + ). Si est petit
devant 1, on peut donc affirmer : T varie comri&*( Pe,)**% et h varie comme #23( P.,)%*3
Ainsi, les boucles basses(Hort) pourront étre plus chaudes que les boudwsiés (B faible).

V — 12 Stabilité MHD idéale (adiabatique, non résisve) : modes normaux

L’analyse de la stabilité MHD repose sur les eaqumtisimplifiéessuivantes :

$/$t+div(v)=0 conservation de la masse
[$v/$t +v.grad(v)]=-grad P+ g+rotB B/ o équation du mouvement
$B/$t =rot (v B) équation d’induction
dP/dt=( P/ )d /dt avec d/dtE ¥$t +v.grad transformation adiabatique
valables uniguement dans un milieu infiniment cantelur ( ) et adiabatique (P/ = cte).

L’analyse de la stabilité repose sur les équatiansperturbations. Pour ce faire, on pose :

P =R + P, ou R(x,y,z) est le champ de pression a I'équilibre €k §,z) sa perturbation
B =Bp + B; 0UB(X,y,z) est le champ magnétique a I'équilibr&g(ix,y,z) sa perturbation
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= o+ 10U go(X,y,2) est la masse volumique a I'équilibre €ik,y,z) sa perturbation

Le champ de vitesse a I'équilibre étant nul, on-grad P+ gg+rotBg By ¢=0
Les dérivées partiellekPo/$t, $ o/$t, $By/$t sont nulles.
En négligeant les termes de second ordre, on abtien

$ J/Ht+div(ov) =0
o Pv/Ht = -grad (Po + P]_) + ( ot ]_) g+ rOt(Bo + B]_) (Bo + B]_)/ 0
$B/Bt =rot (v By)
$P/$Bt +v.grad Po=( Py/ o) [$ o/$t +v.grad ]
ou encore, tenant compte de la relation a I'équailib
$ /Bt =- dIV( 0V)
$B/$t =rot (v By)
$P/$t =-v.grad Py + ( P/ o) [$ /St +v.grad ¢
o v/t = -grad P+ 1g+rot(B1)) By otrot(Bg) Bi/ o

En dérivant I'équation du mouvement par rapportesops, on y fait apparaitre les quanteg$t,
$B1/$t et$P1/$t que I'on tire des trois premieres équations :

o $V/$t2 = -grad($P/$t) +$ /Bt g+ rot($B/Bt) By ot rot(Bo) ($B/B)/ o
Apres transformation, on obtient finalement :

o VB2 =F(v) =
grad[v.grad Po + Podiv(v)] - g div( ov) +rotrot(v Bg)) Bo o+rot(Bg) rot (v Bog) o

(V-68)
termeen (j/ t) Bo termeengy ( B/ t)

Intégrons par rapport au temps en introduisanéti géplacement vectorigltel quev = dx/dt
$x/$t (second ordre emgrad(x) négligé) ; on trouve avec $(/$t) = $F(x)/$t 'équation des petits
mouvementsv-69):

o BX/Bt2 = F(x) aveck(x) opérateur des petits mouvements, ou force de Irgppéralisée

F(x) = grad[x.grad Py + Podiv(x)] - g div( ox) +rotrot(x Bp)) Bo/ o+rot(Bo) rot (x Bo)/ ¢

Cette équation linéaire peut s’étudier par séparates variables en posant
X =R(X,y,z) T(t) ouR est un vecteur de coordonnéeg, (R, R,)

On obtient alors ;o R $#T/$2 = TF(R)

Ce qui implique (1/T¥T/$t2 = constante = etF(R) = o R

Il s’agit d’'une_équation aux valeurs proprest vecteurs proprd® de I'opérateuF(R)/ o. Les
vecteurs propreB(Ry, R, R,) correspondant aux valeurs propresont appelés modes normaux

Si toutes les valeurs propres sont négatfves- 2), le systéme est stallsolutions en® ").

Si l'une seulement des valeurs propres est posléveystéme est instalfsolutions en® ).

Des trois équations obtenues ci dessus :

$ /Bt =-div( ov) =- odiv(v) -v.grad o

$B]_/$t =rot (V Bo)

SP/$t=-v.grad Po+ ( P/ o) [$ /St +v.grad o] =-v.grad Py- Podiv(v)

dans lesquelles on peut remplacgrarv = dx/dt  $x/$t, on déduit les perturbations :
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1= - div( ox)
B; =rot (x By) (V-70)
P =-x.grad Py - Pydiv(x)
avec = o+ 1,P=R+P,,B=By+B;

Une autre alternative a la recherche des valewsatturs propres de I'opératduconsiste a
étudier la variation seconde de I'énergie poteletiill systeme. On sait qu’a I'équilibre, I'énergie
potentielle d’'un systeme est minimale, ce qui ioppdi la nullité de ses dérivées partielles par
rapport aux petits déplacements, donc de sa \varigtiemiéere. Si sa variation seconde (dérivées
partielles secondes) est positppaur toutpetit déplacement (concavité dirigée vers le haut), le
systeme est stable

L’énergie totale, est par unité de volume : U ++ % v2+ oE%/2 +B2/2 o, avec U = P/(-1), et
oE2/2 +B2/2 (respectivement densités d’énergie interne, graeitatlle et électromagnétique.

L’énergie potentielle d'un systéme de volume V férest définie par I'intégrale:
Ep= [U+ + (E%2+B22 o] dV
On peut exprimer la variation seconde de Ep entimmcles petits déplacementet de la force de
rappel généralisée(x). Reprenons la relationy $x/$t2 = F(x) qui s’intégre en multipliant les deux
membres pax/$t :
o /Bt B2 =Bx/Bt F(X)  H[1/2 o ($x/$t)2 J/$t - B/t F(x) =0
En intégrant sur le volume, orp  1/2 o ($/$)2 dV]/$t -  Sx/$t F(x)dV =0
Cette relation traduit la conservation de I'éneiigétique + potentiellefjEc + Ep]&t =0
Dot $EpSt=-  $X/$t F(x) dV
On admettra que $x/$t F(x)dV = x F($x/$t) dV (qui est égal a x $F(x)/$t dV).

on en déduit que $x/$t F(x) dV =%$ x F(x) dV]/$t = - SEpM, soit finalement :

EP?=-% xF(x)dV variation seconde de I'énergie potentielle (v-71)

Application aux modes normau¥(R) = o R

Ep®=-1% RFR)dV=-% oR2dV est du signe de -

Si est une valeur propre négatiaors Eff(R) > 0, le mode est stable
Si est une valeur propre positjvaors Eff(R) < 0, le mode est stable

Le systéme est globalement stable $PEp- %2 x F(x) dV est positifpour toutpetit déplacemen
X, ou bien si toutekes valeurs propresde I'équationF(R) / o = R sont négatives.

Il est possible d’établir en fonction deP,, o, By la variation seconde de I'énergie a partir de
I'expression dd-(x) ; on trouve apres calcul :
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Ep® =% [Q% o—(o Q)X + (P o) div( ox) div(x) + (x.g)div( ox)]dV
partie magnétique partie hydrodynarmaiqu partie gravitationnelle
avecQ =rot(x Bo),jo=rot(Bo)/ oetdiv( ox) = odiv(x) + x.grad o

Ep® est constituée d'une intégrale sur le volume d'sm@me de termes qui dépendent de la
configuration d’équilibre §x,y,z), o(X,y,z) et B(X,y,2).

On constate qu’un milieu homogeneg,(R et B constants, donjg nul) sans gravité est toujours
stablecar Ef = 2 [QY o+ P, (divx)2]dV >0

Une autre forme de Bp=-% x F(x) dV peut étre obtenue de la maniére suivante :
Ep®=-1 [x.grad(x.grad P, + Pydivx) —x.g div( ox) +x.rotQ Bg/ o+ x.rot(Bg) Q/ oJdV

En remarquant que (premier terme):

x.grad(x.grad Py + Podiv x) = div((x.grad Py + Podiv X)x) - (x.grad Py + Ppdiv x) divx

et que (troisieme terme):

x.rotQ Bo/ o=[div((x.Q)Bo— Bo.Q)x) —Q?]/ o

le théoréme « flux divergence » d’Ostrogradski perde scinder la variation seconde d’énergie
potentielle en deux termes : un terme volumiquenetcontribution de la surface frontiere :
Ep? = Eo® + Esur® avec:

Eo®=% [x.gdiv( ox) + (x.grad Py + Podiv x) divx + Q¥ ¢- x.rot(Bg) Q/ ¢ dV
(V-72)
Esud?=-1% [(x.grad Py + Podiv X - Bo.Q/ o)(x.dS) + (X.Q)(Bo.dS)/ o]

OudS =n dS,n vecteur normal a la surface frontiere orienté Vergérieur.
V —12 - 1 Condition d’équilibre aux interfaces plama plasma
La majorité des problemes rencontrés mettent edgsunterfaces plasma plasma ou plasma vide

(exemple : un cylindre de plasma confiné dansde ywiar un champ magnétique). Il est
indispensable de préciser les relations de comnéirawix interfaces.

AN Considérons I'élément de surface dS
B2, P2 d’épaisseur dz a I'interface entre deux
t plasma 1 et 2. La normale a la surface
L estn et la tangente est
dz divB = 0 implique, lorsque dz O, la
i i conservation de la composante normale
R g B, du champ magnétique :

Bn1 = Bh20OU B, = cte

La force par unité de volume qui s’exerce sur ckgrjasma de part et d’autre est donnée par :
f=-gradP+ g+rotB B/
Commegrad(B?/2) =B rotB + B.grad B

on en déduit f=-grad(P+B22 o)+ g+ B.gradB/ o
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La condition d’équilibre de la surface dS implidaenullité des forces qui lui sont appliquées
lorsque dz 0, ce qui se traduit, sachant quesB conserve a la traversee, par :

-(P+B#42 g)n+B,B/ g=cte
CommeB =B, n + B t, et que B se conserve a la traversée, on obtient :
P, + Bt12/2 o=P+ 8122/2 o et B (Bt]_- Btz) =0

L’équilibre des forces a la frontiere implique danc

Si By1 = By = 0 (champ tangent a la frontiere):4PB12/2 ¢ = P> + Bx2/2 ¢ (V-73)
Si (Bq]_: an) 0: B.= B dOﬂCBl =B,etBR=P

On sera en général en présence du premier gas O0B(champ tangent a la frontiere) et B4/2

= cte. Comment se traduit cette condition sur le petilag&emenk ? Considérons le déplacement
du point M vers le point M’ tel queiM’ =X. A la suite de la perturbation pour une interface
plasma plasmaB(M’) et P(M’) se déduisent dB(M) et P(M)

par un développement limité a I'ordre 1xen

B(M) =Bp+ B; =B +rot(x Byp) M
=> B(M’) = B(M) + x.gradBy = Bg + rot(x Bg) + x.gradBy /
M

P(M) =R+ P, =PO0 -x.grad Py - Pydiv(x)
=> P(M’) = P(M) +x.gradPy = Py - x.grad Py - Podiv(x) + x.gradPo= Py - Podiv(x)

La relation de continuité P(M'} B(M)%/2 o = Py + Be?/2 ¢ nous donne en négligeant les termes
du second ordre:

Po- P dIV(X) + (Bo2 + ZBo.rOt(X Bo) + ZBO.(x.grad)Bo)IZ 0=P+ B2 ¢

=>| - Pydiv(x) + Bo.rot(x Bg)/ o+ x.grad(Be¥/2 o) =0 (V-74)

A l'aide de cette relation, il devient possiblepiéciser la variation seconde de I'énergie potbatie
a l'interface plasma plasma. Pour chaque plasma,:on

Esui® =-% [(x.grad Py+ Podiv X - Bo.Q/ o)(x.dS) + (X.Q)(Bo.dS)/ o]

En se plagant dans le cas ou le champ magnéBieast tangent a la frontiére, on a80 donc
Bo.dS =0, et le dernier terme s’évanouit. Il reste pchaque plasma av€ =rot(x By):

Esut? =-% (x.grad Py + Podiv x - Bo.rot(x Bo)/ o)(x.dS)

Or Pydiv(x) - Bo.rot(x Bo)/ o=x.grad(B¢?/2 o), d’ou en substituant :
Esut® =- % x.grad(Po+ Be2/2 o) (x.dS)

en_ sommanles contributions de surface des deux plasmaptiard (attention aux deux vecteurs
dS de chaque plasma qui sont opposés sur la fromnenune) aven normale de 1 vers 2 :

Eeut® =% [x.grad(Poz+ Bo2/2 o) - X.grad(Po1+ Boi2/2 o)] (x.n)dS
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Comme seule la composante normale du gradient salsidut, cette expression devient :

Ewud® =% [n.grad(Poz+ Bo2/2 o) - n.grad(Por + Bo:2/2 o)] (x.n)2dS et By = By, = 0| (v-75)

V — 12 — 2 Résumé de quelques instabillités

L’instabilité d’interchangese produit lorsqu’un échange de lignes de chamgnétaue a volume
de plasma constant (donc sans variation d’énemtgenie U dV) peut entrainer une diminution
d’énergie magnétique B2 o dV. Par exemple, elle survient lorsqu’un plasntaesfiné dans le
vide par un champ magnétiqBe,: dont la concavité est tournée vers l'intérieupthsma (lignes
de champ enroulées autour d’une colonne de plaglinaigue de pression uniforme,Psans
champ magnétique interne, avec un courant de suafée frontiére, tel queP= Bou#/2 o).

L’instabilité de « kink » L’instabilité desausage »
Observation TRACE en UV et modélisation MHD

la variation seconde de I'énergie potentielle valywm de la colonne de plasma s’écrit :

Ew® =% [x.gdiv( i) + (x.grad Py, + Pndiv X) divx + Qin2/ o - X.rot(Bin) Q/ o] dV

On montre, en I'absence de gravigg<(0 que les petits déplacements qui minimiserif'Epnt tels
que diwx = 0; dans ce cas, puisqBg = 0 (pas de champ dans la colonneg); &= 0

la variation seconde de I'énergie potentielle stigiaede la colonne de plasma s’écrit :
Esut® =%  [n.grad(Pout+ Bou?/2 o) - n.grad(Pn + Bin2/2 0)] (x.n)2dS

Puisque R est uniformeBi, nul, et By:nul,

Esut® =% n.grad(Bou?/2 o) (x.n)2dS

Or grad(Bou#/2) =Bout 10tB oyt + (Bout-grad)Bout = (Bout-grad)Bgyc car il n’y a pas de courant dans

le vide fout = rotBoud o0 =0)

D’ou n.grad(Bou#/2) = n.(Bout.grad)Bout

Dans le repere de Frénet, on peut éBig = Byt t, t vecteur tangent a la frontiere (car80), et
Bout.grad Bout = Boutd(Bout)ds = By,# dtds +t BoydBouds = Bué N/R +t d(Bou?/2)ds

Ou N est le vecteur normal aux lignes de champ (toueng le centre de courbure) et R leur rayon
de courbure (figure ci dessous). On en déduit ¢u&s.t = 0) :

N.(Bout.grad) Bow/ 0= (N.N) (Bou® o) /R dont il découle la conclusion illustrée ci siess :
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Esut? =% (n.N) (Bou® o) /R (x.n)%dS

A gauch:
Concavité tournée vers l'intérieur
NN<0 Eg/?<0 instable

A droite :
Concavité tournée vers I'extérieur
nNN>0 Eg{?>0 stable

Lorsque la concavité des lignes de champ est teumags l'intérieur, on a des instabilités en
« flite » : la perturbation dessine des « vagyearalléles au champ magnétique non perturbé.

L’instabilité de Rayleigh Taylosurvient a l'interface de deux fluides incompreles soumis a la
gravité lorsque le plus dense surmonte le moinsealedinstabilité hydromagnétique de Rayleigh
Taylor se produit lorsqu’un plasma est supportéupacthamp magnétique contre la gravité.

En MHD résistive, I'instabilité de déchiremefttearing mode »), avec reconnexion des lignes de
champ magnétique, joue un réle essentiel dansugsiéns solaires et éjections de masse coronale.

V — 12 — 3 Instabilité thermique radiative

Nous terminerons par l'instabilité thermigue radiat sans doute a I'ceuvre dans les processus de
condensation des boucles, filaments et protubésanCensidérons une boucle magnétique de
longueur L, de température initialg & de masse volumique initialg

T
Ses pieds sont maintenus a la température

coronale constante; B 16 K. L’équation
d’énergie (sans chauffage Joule) s’écrit:

dP/dt—(P/ )d/dt=( —=1)[h — 2Q(T) +
To, o T div(k, gradT) ]

avec I'équilibre de pression latéral P + By2 constante

On considérera en premiere approximation une boigoleare de pression interng €onstante
(donc T = ¢Tp), avec les pertes radiatives Q(T) /& et le terme conductif divf{lgradT) = ky, (To
—T)/L2, ol k = ko T? est le coefficient de conduction, de sorte queusdion d'énergie simplifiée
devient :

( R/ T)dT/dt=(=1)[h — 2 /T +k T?(To-T)/L?

A I'équilibre pour lequel T = §= constante, ona: hky— ¢ /To=0, ce qui permet de calculer le
taux de chauffage par ondes hg=/T,.

L’équation devient alors :
dT/dt=[( —1)/( P)] [- & (T&/T2-1) +k T"?(To— T)/LZ

Posons T = J(1+ ) avec << 1 et effectuons un développement limité au jpeewrdre :
d/dt= [( —DI( RTY] [2 & -k To"LY
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En I'absence de conduction, ong@k0, est une exponentielle croissante, I'équilibreiestiable.
En présence de conduction, on peut avoir un égeistable (exponentielle décroissante) a la
condition que : 22 - ko To"¥L2< 0

soit | L<[kTo (2 o2 )]*° (V-76)

Si la boucle magnétique dépasse une certaine langpar exemple suite a une élongation sous
'influence de mouvements de ses pieds, elle pewtnir instable et se condenser.
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Chapitre 6

La photosphere

VI — 1 Conditions physiques

C’est une fine couche de 500 km d’épaisseur envEoria supposant isotherme a la température T,
on peut calculer son échelle de hauteur par ldddiéquilibre hydrostatique :

-gradP+ g=0

dP/dz = - g et la loi des gaz parfaits P kT/m

d’ou P/R = g@™kT)®

H = kT/mg est I'échelle de hauteur

Avec g = 275 m/s?2, m = 1.67 T0kg, T = 6000 K, on trouvkl = 200 km

Pression moyenne P =*IPa et variation de 02500 km: 1.3 P@a 10’ Pa

T moyenne = 5000 K et variation de 0 a 500 kmQ®BKM 4170 K

Densité moyenne iN= 107> m™ et variation de de 0 4 500 km : 3 kg m® 3 10° kg m?®
Densité moyenne N 10°° m™ et variation de 0 4 500 km : 5%en® 10" m*

Dans la photosphere, excepté dans les tachesluglasma ( = P/(B%/2 o) est grand devant
I'unité, c’est a dire que les forces de pressiomident. L’hydrogéne est essentiellement sous forme
neutre.

Abondances A en échelle logarithmi :
A =10g10(N/Ny) + 12

et potentiels de premiere ionisation en eV

(H non représenté posséde un potentiel de
0.75eV)

VI — 2 assombrissement centre bord

La photosphére solaire présente un assombrissemeainé bord qui trahit une diminution de la
température en fonction de Il'altitude, celle cinétainimale au sommet de la photosphére. En
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utilisant un modele d’atmosphére grise, on a monikéla loi d’assombrissement centre

bord s’écrit en premiere approximation sous la fartt ,0) = kentre(2/5 + 3/5 ) 0U = co0sS.

La variation résultante est donc de 1 (centrefglibrd).

Le cas gris nous a méme permis d’en déduire urdeleariation de la température avec la
profondeur optique : = To* (1 + 3/2 ), formule dans laquellegE T( =0) est la température de
surface de I'étoile. T augmente donc lorsque I'emfonce dans la photosphereaigmente).

VI — 3 Formation du spectre continu: I'ion H-
Le spectre continu provient de transitions liédibpeut il sS’expliquer en invoquant I'atome

d’Hydrogene neutre ? Nous devons pour commencenieea examiner la formation des continus
a partir de la photo ionisation des éléments las pburants, Hydrogene et Hélium.

Elément Potentiel d’'ionisation Longueur d’onde

H- h =0.75eV < 16550 A Visible et IR

Hniveau3 h =15eV <8214 A Visible, continu de Paschen
Hniveau2 h =3.4eV <3650 A UV, continu de Balmer
Hniveaul h =13.6eV <912 A UV, continu de Lyman

Hel h =24.6eV <504 A EUV

Hellnivl h =54.4eV <228 A EUV, continu de Lyman

Les continus de He et de I'Hydrogéne, Lymar @12 A a partir du niveau 1) ou Balmer<( 3650
A a partir du niveau 2), sont tous situés dans I'U¥ spectre continu peut il s’expliquer par le
continu de Paschen & 8214 A, visible et proche IR) ?

Pour répondre a cette question, on a besoin deatioahes populations du niveau 3 de I'atome
d’'Hydrogene a I'aide de la loi de Boltzmann :

N3/ N1 = (%/ g1) exp - [(B— B) / KT] = 9 exp - [(R/ KT) (1 - 1/9)]

Ry est la constante de Rydberg (13.6 eV),et gn2.

Pour une température typique de 5700 K (photospheémetrouve N/ N;  10%°

Avec N, 107m?>, ontrouve N 102 m?

L’épaisseur h de la photosphére correspond a famleur optique unité ; si le spectre continu est
le continu de Paschen, I'épaisseur de cette coesthdonnée par le produitNsh= 1, ou désigne
la section efficace de photo ionisation & partindkeau 3. Avec =2 10 m2etN 102 m?, il
vienth 5 10 km, ce qui est incompatible avec I'épaisseur denlatosphére (de I'ordre de 300 km
seulement). Il n’y a dongas assez d’atomes au niveapdir rendre compte du spectre continu.
Celui ci est en fait di a l'ionisation de l'ion.H

On a les deux équilibres : H="H e et H=H + e pour lesquels on applique la loi de Saha
Nei /My =[(2 mek T)*?/h]exp— (n/KT)
Ne/ Ny =[ (2 mek T)*2/ 1] exp— (1 /KkT)

n estle potentiel d’ionisation de I'hydrogene Hy;= Ry =13.6 eV ; il correspond a un spectre
continu (continu de Lyman) dans 'UV & 912 A)

1 estle potentiel d'ionisation de I'ion H = 0.75 eV; en raison de ga&s faible valeur, il
correspond & un spectre conttans le visible et I'IR( < 16550 A) ; examinons si la densité
d’'ions H donnée par la loi de Saha est compatible aveai8épur de la photosphére.

Avec I'hypothése i ne (neutralité électrique), on déduit de la premi&tation :
N ni[(2 mek T2/ K] exp—(n/KT)

ce qui donne numériquement, avegc ML m> et T=5700K, 8 710°m3® ny'
L’hydrogéne est dontrés peu ionisédans la photosphére (taux d’ionisation €10
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La seconde relation permet de calculgrabnnaissantdet ny: ny~ 3 10 m™

Si le spectre continu provient de I'ionisation de Hepaisseur de la photosphére est donnée par le
produit nyh=1, ol désigne la section efficace de photo ionisatiotiole H. Avec =4 10*

m2, ny 3 10*m?3, il vienth 1000 km, ce qui est compatible avec I'épaisseua ginotosphére.

VI — 4 Flux de chaleur convective et flux d’énergieinétique dans la photosphere

La surface du Soleil est en permanence recouver
structures faiblement contrastées, la granulatidont
la taille typique est de 1000 km (voisine de I'diehee
hauteur locale) et la durée de vie de 10 mn. Les
granules sont dynamiques : la matiere monte au
centre des granules et descend aux frontieres
(intergranules) avec une vitesse inférieure a 1skm/
La granulation est la signature en surface d
convection sous jacente.

(Observation Pic du Midi)

Le contraste des structuregdl— linter)/lgran VOisin de 1/6, permet de calculer la différenee d
température granule/intergranule, en utilisanoiale Stefan Boltzmann ;%" 5/6 Tgran4, ce qui
donne Toer  Tgran (5/6)%° 5450 K, soit une faible différence de températufede 250 K.

La durée de vie observée (environ 600 s) et laiémoa typique des granules (1000 km) donne une
estimation aux ordres de grandeur gegivements convectifs le km/s. Cette vitessey, est trés
inférieure a la vitesse du son dans le milieu (Hosk.

Le flux convectif transportée par la photosphénat ge calculer et se comparer avec intérét avec le
flux radiatif, qui vaut L/4Rz, L étant la luminosité du Soleil (3.86 1026 WRede rayon du Soleil
(696000 km). On trouve pour le flux radiatif 6.3’ W/m2.

L’enthalpie H/V (en J i) par unité de volume V est égal a N K[-1)] T, la quantité N k [/( -

1)] désignant la capacité calorifigue Cp a pressmmstante par unité de volume &t I'écart de
température granule/intergranule. N est le nomtaiohes par unité de volume, k la constante de
Boltzmann, et = Cp/Cv = 5/3 (pour un gaz monoatomique). Le fitenthalpie, ou flux convectif,
vautdonc Nk [/( -1)] T Veonw €n W/m?2, avec¥ny Vitesse convective (1 km/s).

Avec un nombre N d’atomes typique dé4®™>, T =250 K, Vony= 1 km/s, on trouve un flux
convectif de 8.6 10W/m2.

Le rapport flux convectif/flux radiatif est donc de I'ordre de 10°. Le principal mode de
transport de I'énergie dans la photosphére est @orayonnement, contrairement & la zone sous
jacente, ou la densité est beaucoup plus élevée.

Le flux d’énergie cinétiqued’origine convective est égal & Weon? X Veonv= %2 Veony (W/m?2). I
vaut en premiére approximation au sommet de lagsipbiere, avec = 3 10° kg mi®, 1500 W/m2.

VI — 5 Les structures: granulation, mésogranulationtaches, tubes de flux

Les plus petits détails observables par les tépescactuels sont de 0.15”, soit environ 100 km (1
seconde d’'arc = 725 km)
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Granulation etpoints brillants observés a la résolution de 0.1##r le télescope suédois de la
Palma. On assimile les points brillants, concenttass les espaces intergranulaires, a des tubes
de flux magnétiques minces et concentrés. En hdrgite, intensité ; en bas a droit, Stokes V

Tache solaire, ou région d’émergence
de champs magnétiques intenses (>0.1
Tesla ou > 1000 Gauss) poussés de la
zone convective vers la photosph

par la force d’Archiméd

La pression des tubes magnétiques
bien plus faible que celle du milieu
environnant car la conservation de la
pression total

Pintérieur + B2 o = Pextérieur
impliquePinterieur << Pextérieur
(Observation Dutch Optical Telescope)

Le champ magnétique des taches, quasi verticallaambre, devient horizontal dans la pénombre.
On y observe I'effet Evershed (circulation de mati@ans les tubes de flux vers I'extérieur de la
tache). Isolées du milieu ambiant par les champmétajues (la conduction de la chaleur est
bloquée transversalement aux lignes de forcejatdees sont plus froides. Leur luminosité est de
1/5 de la luminosité photosphérique. En supposaaties taches rayonnent comme un corps noir,
leur température peut se calculer en écrivaiit= 1/5 Tei', soit T = Tx/5"4= 5750/5"*= 3850 K
environ (Tes est la température effective).

L’équilibre Py, + B2/2 ¢ = P,y implique une pression interne tres faible car P5000 Pa, B¥2,
4000 Pa pour B 0.1 T,donc R Pou/5. Il en résulte de la loi des gaz parfaits queadasité de
matiere est tres réduite aveg  out/5. En conséquence, la tache apparait comme unessém
profonde d’environ 500 km : c’est I'effet Wilsono® une profondeur optique unité, le
rayonnement parvient de couches plus profondesk z =1 (k coefficient d’absorption) entraine
une augmentation de la profondeur de vision lorsgdieninue.
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VI - 6 Cyclicité

L’observation de la photosphére réveéle une cyélidé 11 ans comme le montre la figure ci
dessous. On pourrait penser que le soleil deviratr@oins lumineux en période de maximum a
cause du déficit d0 a la présence de taches. Eihri@n est rien, parce que les taches sont
entourées de vastes régions brillantes, appeléeef plus chaudes que 'atmophére moyenne, qui
compensent largement ce déficit. La variation @urditre solaire en fonction du cycle n’est pas
établie et fait 'objet de la mission spatiale PRI du CNES qui sera lancée en 20009.

Cyclicité solaire: I'irradiance
ala Terre en W/m2, la surface
tachée, le nombre des
eruptions, le flux solaire
centimétrique sont corrélés
avec un cycle voisin de 11
ans, bien que le cycle
magnétique soit de 22 ans.

Le cycle de 11 ans se retrouve de maniére encosenprquée dans les observations en rayons X.
A ce cycle se superposent d’autres périodes, colmmentre la figure ci dessous, dont la

régularité est mal établie (cycles de 80 ans s tizsquelles on discerne des successions de cycles
de 11 ans forts et de cycles de 11 ans faiblemihenum de Maunder, a I'époque de Louis XIV,

est un exemple remarquable de cycles faibles,uqaiteentrainé I'appartion d’'un « petit age

glaciaire ».

Une alternance de cycles forts et de cycles faibles
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Chapitre 7

La chromosphere
VIl — 1 Conditions physiques
La chromosphére est une fine couche de 1500 knad'sgur qui surmonte la photosphére. Mais

contrairement a celle ci ou la température dimimiéonction de I'altitude, on assiste a une
remontée de la température de 4200 K jusqu’a 18060viron.

Pression moyenne P = 1 Pa et variation de 500@ R : 16 Pa 10° Pa

T moyenne = 8000 K et variation de 500 a 2000 Kh70 K 10000 K

ny = 10 m™ et variation de de 500 & 2000 km : 3 P&kg m® 1.8 10*° kg m?®
Densité moyenne N 10" m® et variation de 500 & 2000 km : *ien® 4 10°m®

La chromosphére est une région de transition dapelle le du plasma (= P/(B2/2 (), grand
devant I'unité dans la photosphere (forces de meskminantes), devient négligeable devant 1
dans la couronne (forces magnétiques dominantes).dst de méme du point de vue de
l'ionisation de I'hydrogéne, qui n’est plus esselti@ment sous forme neutre. En effet, la loi deaSah
donnegny* /Ny =f(T) =[ (2 mek T)*?/ K] exp — (u/ KT) ol estle potentiel d'ionisation de
I'hydrogéne : 1= Ry =13.6 eV (on a négligé les poids statistiques g).
On peut faire un modéekux ordres de grandewn supposant que tous les électrons sont fournis
par I'Hydrogene (ce qui est tres approximatif cae partie provient de I'ionisation de métaux Fe,
Ca, dont le potentiel est plus petit, de 5 eV ¥B;da neutralité électrique impose nny". La
connaissance de la masse volumigmodele d’atmosphére HSRA en annexe) domre nfmy -
ny" ol my est la masse atomique,; robéit a I'équation du second degr@’ja + f(T) ny™ - f(T)

/my = 0 dont la solution estifi= %2 ( - f(T) + (f(T)2 + 4 f(T) /my)*).

T m/(ne+tne) o ne=nyt z en kg r
9000.00 1.810% 0.99 210" 10Y 1850 - A
7000.00 1.310° 041 4107 3107 1500 densités en
5750.00 4.510° 0.007 210 210Y 1000 altitude z en km
4170.00 3.210° 310° 210* 710" 500
6400.00 3.2 10" 310" 210% 710" 0

Au pied de la chromosphére & 4170 K;: l0? m®; ny* 10 m®:ny* << ny

Au sommet de la chromosphére 4 9000 K : 2 10*m™; ny* 10" m™; ny*>> ny ; le modéle
HRSA y donne plutdt un degré d’ionisatiog ff ny+ny™) voisin de 0.5.

La densité électronique, contrairement;avarie peu dans la chromosphére car la baissertstd
en altitude est compensée par l'ionisation progress

VII — 2 Comment est elle chauffée ? Le dépbt d’éngie

On pense que la chromosphére est chauffée paxiel'#nergie cinétique en provenance de la
photosphére, que nous avons évalué a 1500 W/ng,aatrgie se déposant sous forme de
dissipation d’ondes acoustiques et MHD. Si v esitksse d’oscillation de la matiére dans une
onde acoustique se propageant a la vitesse dugda0 €m/s), le flux d’énergie transporté par
'onde est2 v2 G (en W/m?). Au fur et & mesure que I'on s’élevesiBatmosphere, la
décroissance en fonction de I'altitude (approximativement éfengendre une augmentation de
v (conservation du produitv) approximativement erf8. Lorsque v atteint Cune onde de choc
apparait et son effet est de transformer I'énesigiétique en chaleur.
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L’échelle de hauteur H de la chromosphére estweide 300 km. La vitesse de convectigpne
1 km/s au pied de la chromosphere atteint la \atessson a une altitude z = H I(€@ny) H
In10 = 2.3 H =700 km, c’est a dire au beau mitieda chromosphére.

On peut évaluer la validité de cette hypothesexam@ant si I'énergie cinétique montant de la
photosphére est compensée par la perte d’éneyginé@e par la chromosphére.

Une source importante de perte d’énergie par ragmemt de la chromosphére est celle de la raie
Lyman & 1216 A (h =10.2 eV), transition des nivea@x 1, voir ci dessous, ou le Soleil est
émissif (car le fond continu de la fonction de m@yement du corps noir a 5700 K est quasi nul a
cette longueur d’'onde). A 1216 A, un corps noi7@®K est 5000 fois plus rayonnant qu’un corps
noir & 5700 K ; il rayonne autant que le corps adi700 K dont le maximum est & 5000 A.

Image de la chromosphere
Soleil dans la raie

Lyman de I'Hydrocene a 121
A (r =10.2 eV), transition du
niveau 2 vers le niveau 1.
Expérience TRC, 1979

, . Corps noir a
Maximum a 9700 K
5000 A

Corps noir a

5700 K

Raie Lyman
al1216 A
Un corps noir & 9700 K rayonne autant en Lymain1216 A qu’un corps noir & 5700 K & 5000 A

Le flux rayonné par unité de longueur d'onde est+ B d pour =cos variantdeOal,

soitF= B avec
B=QhC/®)/[exp(hC/kT)-1]
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Intégré uniquement sur la largeur de la raie Lyman de I'ordre de 0.35 A, le flux en W/m?2 est
égala B , ce qui donne numériqguement avee 1216 A et T = 9700 K environ 2500 W/m2,
gu'’il faut mettre en regard du flux d’énergie cigée de 1500 W/mz2 estimé plus haut.

Ce calcul aux ordres de grandeur montre bien gperta d’énergie de la chromosphere dans les
raies UV de Lyman semble compenser I'apport d’é@eargcanique montant de la photosphére.

VII — 3 Raies chromosphériques visibles

Contrairement aux raies de Lyman dans I'UV danguelles la chromosphére est émissive
(transitionsn 1), celle ci absorbe dans les raies de Balmer (ginsid’autres raies comme Call

H et K) le rayonnement visible sous jacent de latpsphére. C’est ainsi que I'on voit apparaitre le
réseau chromosphérique et les filaments dont daerpgulus loin. La chromosphere est tres opaque
dans les raies d’absorption de Balmer (transitibns n). Pour le montrer, calculons le nombre
d’atomes d’Hydrogene aniveau 2dans la photosphére et dans la chromosphereda ki la loi

de Boltzmann :

N2/N; = /g1 exp(-(B-Ey)/kT) avec B-E;= -13.6 (Y4-1) =10.2 eV
Photosphére : N 10 m*, température T=5000 K N, 2 10*m?
Chromosphére : N 10°° m™, température T = 10000 K N, 3 10°m™

Si, dans la photosphére, il y a 100 fois plus difege au niveau 1 que dans la chromosphére, le
résultat esinversépour le niveau 2 : il y a 1000 fois plus d’atomessila chromosphere au niveau
2 (départ de la série d’absorption de Balmer ou d’&iais de Lyman) qu’au niveau 1. Les
transitions au départ du niveau 2 ont donc liewsdachromosphere plus peuplée.

Pour se convaincre de I'opacité de la chromospti@ns les raies de Balmer, il suffit d’évaluer aux
ordres de grandeur I'épaisseur optiqymar la relation = N h, ou est une section efficace de
photoexcitation typique (I m?) et h I'échelle de hauteur de la chromosphére.

De cette relation, avec,N 3 10° m™>on en déduit de I'ordre de 18 C’est donc clairement un
effet de population du niveau 2 conségquence da el Boltzmann.

La chromosphére en

es filaments (qui apparaissent
protubérances au bord solaire) st
itués de plasma dense de type
chromosRhérique (8000 K) en
suspension dans la couronne
chaude (10X) sous l'influence de
champs maguétiques qui les
soutiennent contre la gravité.
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On peut tenir un raisonnement analogue pour les fanisées Call H et K, mais cette fois ci avec
la loi de Saha connaissant le potentiel d’'ionisatie Cal qui est de 6.1 eV, les raies de Cal se
formant dans la photosphere, et celles de Call @acisromosphére plus chaude.

VII — 4 Les structures: filaments, protubérances

Les filaments sont constitués de matiere de typencbsphérique (T = 8000 K) mais sont en
suspension dans la basse couronne solaire (P& par des champs magnétiques faibles, de
guelques dizaines de Gauss. C’est la force de taffayure) qui s’'oppose a la gravité solaire.
Néanmoins ils sont ancrés dans la photosphergesglai des « pieds » ce qui fait que leur stabilité
est tres influencée par les mouvements photosplesid.es filaments surmontent toujours une
ligne d’inversion de la polarité magnétique. Leauteur peut atteindre plusieurs dizaines de
milliers de km. Leur mécanisme de formation (corsdé¢ion coronale, injection chromosphérique ?)
n’est pas élucidé. Le champ magnétique joue unpidheordial dans leur stabilité.

Ci dessus, a gauche, une « disparition brusqueaun filament de ceinture polaire observé en H
au spectrohéliographe. A droite, une protubéranissenvée en Call K 3934 A et en B563 A. Les
filaments sont vus en absorption sur le disqueisolau limbe, les protubérances diffusent le
rayonnement sous jacent en donnant des raies ds@nisObservations Meudon.
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Les filaments peuvent étre instable

disparaitre en quelques heures, soit par
chauffage (dans ce cas ils restent
momentanément invisibles dans la raie
chromosphérique Het peuvent « revenir » par
refroidissement), soit par éjection rapide (dans
ce cas leur « hamac » magnétique est détruit),
phénomeéne souvent associée au déclenche
des Ejections de Masse Coronale (CME).
Observation SOHO.

VII - 5 Les éruptions

Les boucles de champ magnétique coronales ferntéestusent la basse couronne solaire et
permettent de comprendre intuitivement le stockdgel'énergie magnétique dans l'atmosphére
solaire en liaison avec les mouvements photospiesiqontraignant les pieds des boucles qui y
sont ancrées. Sous l'action de déplacements oard®n des lignes de champ, une configuration
magnétique peut devenir instable. L'énergie stoddaes forme magnétique (densité volumique
B2/2 () peut ensuite se libérer brutalement en quelguestas en donnant naissance a une éruption
solaire, dont on donne un scénario simplifié cedes.

Scénario éruptif avec détail a droite du mécanistee reconnexion dont la conséquence est
I'apparition de boucles chaudes au dessus de rubaiiants, et de boucles froides a I'intérieur

(a) Configuration initialefilament maintenu par le champ magnétique Bles pieds des lignes de
champ sont ancrées dans la photosphere.

(b) Montée de la configuration devenue instablesstffet des mouvements photosphériques et
formation d’'une sous le filament.

(c et d) Reconnexion magnétique au paing | formation deboucles chaudes (> 2
10° K) dans la basse couronne sous le poifitiXibles en rayons X mous et EU¥) éjection d’un
plasmoideau dessus du point X, avec éventuellentente de choen amont. Au pied des boucles
chaudes, les particules accélérées viennent perleutehromosphére provoquant I'apparition de
deux filets ou rubans brillants. Pendant la phaaduglle de I'éruption, qui dure plusieurs heures,
ces boucles chaudes se refroidissent et devienighles progressivement en H 10 K, on les
appelle alors boucles post éruptives (« post fl@wps »). Les rubans s’écartent, signant I'évohutio
du processus de reconnexion (€jection du pointrX Mehaut).
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Le site de reconnexion est un site dissipatif adidaction du champ magnétique varie brusquement
sur de petites échelles spatiales (<1 km) et gplique chauffage par effet Joule. La matiére y est
éjectée a la vitesse d’Alfven (plusieurs centaideskm/s). Il s’y développe un champ électrique
responsable de l'accélération des électrons epmbdsns. Les particules qui sont €jectées vers le
milieu interplanétaire se mélangeront au vent solat seront détectées sur Terre 1 a 4 jours plus
tard. Les autres bombarderont la chromospherefav@ation de rayons X durs et

éruption en H 10°K
\ (remarquer les rubans)

\ Eruption en EUV dar
la couronne (les boucl

chaudes surmontent
rubans)

Localisation par l'instrument
RHESSI des sites d’émission en
rayons X et lors d’une éruption
solaire par rapport aux boucles de
champ magnétique chaudes
observées en UV par le satellite
TRACE
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Chapitre 8

La couronne

La couronne solaire est un milieu trés dilué (dénsliectronique Ne 10 m™ dans la basse
couronne) caractérisé par une température élevéerdes de 1 a 2 millions de degrés. La
température remonte brusquement dK1@ 10K, en quelques centaines de km seulement, dans la
fine zone de transition chromosphére couronne. didgene y est sous forme de protons,
accompagné d’atomes tres ionisés, ayant parfoikigsus de 15 électrons de leur cortége
électronique. Ces atomes forment des raies d’éomisen IR, visible et UV. La couronne est
également observable en rayons X pour ses pagggaus chaudes (au dessus des régions actives,
ou lors des éruptions). La figure ci dessous ptésame vision multi longueur d’onde du Soleil.

L’équilibre thermique de la couronne statique égt par :
h — 2Q(T) + div(kygradT) = 0 avec k = ky T
avec dans l'ordre chauffage, refroidissement rdddatonduction de la chaleur.
Dans la chromosphéféd® K), les termes dominants sont chauffage et raymené ( est grand).
Par contre, dans la couronfi®® K), les termes dominants deviennent chauffagemduwction (qui
varie en P2 et la température y est trés élevée). Dans la dertransition chromosphére couronne,
les processus en compétition sont rayonnementeiuction. En effet, le refroidissement radiatif
(fonction Q(T) ) est maximal vers 1K. Seul un gradient thermique important peut I'diquér. On
peut se faire une idée de I'épaisseur de la zoreadsition en égalisant le rayonnement aK @t
I'apport conductif de la couronne, via I'égalité :

2 Q(T) = div(l T%gradT)
et div(k T’gradT) = (2/7) k d2(T"?)/dz2 , z désignant I'attitude.
La fonction Q(T) est assimilable a une constardex températures de la zone de transition. La
masse volumique sera déterminée par I'équatiogaeparfaits P = 2 kT/m (le facteur 2 provient
de lionisation totale de I'hydrogéene). Soit L l&pseur de la zone de transition. Aux ordres de
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grandeur, on peut écrire en faisant I'approximatiei’’?)/dzz = T'’/L2 ou T est la température de
la région de transition, et= Pm/2KT:

(Pm/2kT)2 = (2/7) k T2, d'oti l'on tire | L =[(8/7) kk2 T2/ (P2 m2 ) ]2

Avec P = 0.01 Pagk= 10" MKSA, m2 =8 10°° MKSA, T = 1F K, on trouve :

L = 30 km,I'épaisseur de la zone de transition est de I'ordee0.1 seconde d’arc seulement !

En UltraViolet, domaine réservé aux instrumentgurite, la basse couronne apparait émisgive
ces longueurs d’onde, le fond continu de rayonnéis@aire de corps noir est presque nul) dans
des températures qui vont de 80 000 a plus del®nsilde degrés (EIT/SOHO, ci dessus). Les
raies du fer IX (171 A), XII (195 A), XV (284 A), WI (335 A), XVII (151 A) se forment & des
températures de 0.7%Q 1.4 16K, 2.0 16K, 2.5 10K et 3.8 16K. En ondes radioélectriques
(bande d’'images ci dessous), on détecte le rayommieties particules accélérées dans la basse
couronne solaire a une frequence voisine de laiéniéce plasma éléctronique :

p=2 p=(Ne€/(omg))”
soit numériquement, = 100 MHz pour Ne = 19 m (les hautes fréquences s'observent a basse
altitude z car Ndécroit avec z, Radiohéliographe de Nancay ensomariques). La chromosphere
émet aussi en radio a la fréquence plasma élegtrenavec une densité électronique voisine de
10'® m3on se trouve dans la bande des 10 GHz d’oul I'éorisséntimétrique (la station de Nancay
est équipée d’un petit interférométre a 3 cm).

Les coronographes de SOHO, en lum
blanche, révelent la couronne solaire a
moyenne et grande distance (instrument
LASCO/SOHO). Le disque du soleil
représenté par le cercle blanc et masqué
par une < Lune artificielle ». Des

éjections de masse coronale sont visibles.
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En rayons X mous, on observe I'émission, sur fooid, o’'un plasma a plusieurs millions de
degrés, comme le montrent les observations duitatdéOHKOH ci dessous, ou I'on découvre
plusieurs types de configuartions magnétiques :

- des champs magnétiques fermés ou le plasmarmgte€aonc dense : grandes boucles au
dessus des régions activiesage de gauchemicro boucles dans le soleil calme sous forme
de points brillants dipolaires (dimension 5000 kiurée de vie 8 h)mage de droite

- des champs magnétiques ouverts, source du viaimeselus marqués aux niveaux des
poles ; le plasma n’est donc pas confiné et pesal@techesimage du centie

Observations de YOKKOH en rayons X: a gauche aumar du cycle, a droite au minimum

VIl — 1 Raies coronales « interdites »

Juste avant la phase de totalité d’une éclipsenti®l Sou juste apres, c’est a dire aux moments des
deux points de contact intérieurs avec la Luneaggiple « spectre éclair » du Soleil, qui n’est
visible que quelques secondes lorsque se dévtdl@hromosphere et la basse couronne. Ony
distingue (figure ci dessous) des raies chromogples en émission (vues en absorption sur le
disque comme la série de Balmer de I'Hydrogenejs suartout des raies nouvelles, qui
n'apparaissent pas dans le spectre de Fraunhoffgsorption. Ce sont les « raies interdites » qui
sont spécifiques aux milieux trés dilu€es raies correspondent a un processus d’excitpér
collisions électroniques suivi d’'une désexcitatiadiative dont la particularité est d’étre trestéen
(inverse de la durée de vie du niveade I'ordre del00 $' au lieu de 19s™ habituellement). C’est
la raison pour laquelle elles ne peuvent étre eéssrque dans des milieux tres ténus (sinon on
aurait une désexcitation collisionnelle immédiate).

Spectre éclair de la basse
atmosphere solaire lors des
points de contact d’une éclip
totale, on distingue des raies
d’émission de la chromosphere
comme H (rouge), H (bleu),
Hel (jaune orangé), mais aus

la raie « interdite » verte
coronale de FeXIV.

Pour se convaincre de la haute température coramalgeut tout d’abord remarquer que la raie
verte du FeXIV posséde une largeur de 0.5 A, @lrgel que les raies du fer de la photosphére. Si
celle ci est le résultat de I'effet Doppler theroacpur, la largeur Doppler vaut 2=2 ( o/ C) (2

In2 k T/ m)*% Avec m =56 x 1.67 1§ kg, ¢=5303Aet2 =0.5A, on tireT = 10° K.
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Cliché de la couronne solaire
dans la raie verte du Fer XIV
montrant les boucles de champ
magnétique coronal.

Les deux images du haut et
bas (reflets) sont parasites.
Cliché obtenu lors d’'une
mission d’éclipse de I'lAP.

Elément (A) Excitation (eV) A® Potentiel d’ionisation (e\)
FeXIlI 3388 5.96 87

NiXVI 3601 3.44 193

NiXII 4232 2.93 237

FeXIV 5303 2.34 60 392
Caxv 5694 2.18 95 895
FeX 6374 1.94 69 161
NiXV 6702 1.85 57

FeXI 7892 1.57 44

FeXIll 10747 1.15 14

FeXIll 10798 2.30 10

La température du milieu de formation de ces nagg se calculer approximativement en écrivant
gue I'énergie cinétiqumoyenneales électrons excitateurs du milieu est égalgrona lamoitiédu
potentiel d’'ionisation de I'élément.

Fel FeX (ionisation): =161 eV om<vz>=3/2kT=/2 T 0610K
Fel FeXIV (ionisation): =392 eV Yomp<vz>=3/2kT=/2 T 1510K
Fel CaXV (ionisation): =895 eV Yom<vz>=3/2kT= /2 T 3.416K
Pour la zone de transition chromosphere couronne :

Hel Hell (ionisation): =24.6 eV Yomp<vz>=3/2kT = /2 T 80000 K
Et pour comparaison, dans la chromosphere :

Raie H (excitation): =1.89 eV Yomp<vz>=3/2kT= /2 T 7000 K

Les observations de raies du méme ion, par exempleublet IR de FeXIIl du tableau, sont tres
utiles pour évaluer la densité électroniquedl la couronne. Prenons un ion dans son état
fondamental de populationoNm™). Nous supposons qu'il passe dans deux étatsexait
population N et N, par excitation collisionnelle électronique, et ¢tévient a I'état fondamental
par desexcitation collisionnelle etdiative. Rappelons que I'excitation ( ou la degation)
collisionnelle correspond a un transfert d’énegtique électron/ion. A I'équilibre statistique :

No Co1 = N1 (Cio + A1) €t No Co2 = N2 (Cao + Azo)

Les A; et G; étant respectivement les probabilités de tramsitliative et collisionnelle erts

En premiére approximation, on peut mettre lgs@us la forme| £=N. <v> | avec:
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Boucles coronales observées par la mission spafiRl&aCE en orbite terrestre (Transition Region
And Coronal Explorer) de la NASA en Extréme Ultralét dans une raie du Fer tres ionisée.
Ces boucles sont visibles de 'UV aux rayons X adles ne sont pas isothermes (par exemple : en
UV Ly 20000K, OVI 1.8 1K, MgX 1.5 16K, en rayons X 3 fK), les dimensions y sont de
I'ordre de 1d & 10 km, et les densités de'1@i®

N, densité électronique (i), inconnue, et
section efficace de collisiofim?) avec les électrons:  ay?, a=h? o/ ( mee?) rayon de Bohr
de I'électron (0.53 A), 10%°m?
<v> vitesse moyenne des électrons (m/s) = [8 k Tiy)]*?> 620 km/s a T = 13K en supposant
la distribution maxwellienne. Au passage, on remerg que cette vitesse est sensiblement égale a
la vitesse de libératigrre qui permet de former le vent solaire.

Les deux raies « interdites » de fréquengext ,donnent des intensités3 Ajph 1 Ny et b = Ay
h 2 N2 pour lesquelles on s’intéresse au rapparts £ (Ao A1) ( 2/ 1) (No/ Ny), le rapport NV N;
pouvant étre tiré de I'équilibre statistique s/ Nl; = (Coo/ Co1) (Cio + A1g) / (Coo + Ax).
Remplagons maintenant leg @ar leur approximation N <v> :

No/ N1 (Ne <v>+ A0)/ (Ne <v>+ Ay), d'ou il vient :

Io/l1 = (A20/ A10) (2f 1) (Ne <Vv>+Aig) / (Ne <V>+ Ax)

Il existe une densité électronique critigig= A/ ( <v>) telle que :

Si Ne << N; ou N. >> N, alors p/I; est indépendant de:N

SiNe Ncalors b/l;dépend de N ce qui permet sa mesure.

Pour les raies « interdites » de la couronne, les arobabilités A dans I'intervalle 10 & 10bce
qui donne en prenant A = 68 sN. = 10 m®

Pour le doublet IR de FeXlll avec A10 ' : N. =2 13* m™
Dans la basse couronié, 5 13*m™ N, ce qui montre bien qu’on pourra obtenireh
utilisant la méthode des rapports de raies.

VIl — 2 Couronne K

La couronne K (K = Kontinuum) est constitué parspectre continu formé par la diffusion
Thomson de la lumiére de la photosphére sur lesrétes libres. On constate en regardant ce
spectre que toutes les raies photosphériques sperdi et que la lumiéere est polarisée linéairement
(voir plus haut la section sur la polarisation datu). On estime que pour « effacer » les raies
d’un spectre, il suffit qu’elles soient élargie)F0is. Pour se convaincre de ce processus,
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examinons I'élargissement Doppler d’une raie détipar les éléctrons. On a vu que la largeur
Doppler & mi hauteur est:

2 =2(o/C) (2In2k T/ m)?

Avec o=5000 A, T=16K , onobtien =150 A & comparer avec la largeur Doppler des raies
photosphériques d’envirdh3 A seulement. Les raies se trouvent effacées pa@largiissement.

Cliché de la couronne solaire
en lumiere blanche lors d’'une
éclipse, montrant I'extréme
complexité de la couronne
électronique K qui identifie les
structures magnétiques fermées
(boucles basses) et ouvertes
(« streamers ») en diffusant la
lumiére du Soleil (diffusion
Thomson polarisée). La
brillance de la basse couronne
est d’'un millionnieme celle de
photosphére et décroit trés v
radialement. L’échelle de
hauteur de la pression est
voisine de 10km.

Cliché obtenu lors d’'une
mission d’éclinse de I'lAl

L’échelle de hauteur de la couronne :

On suppose I'Hydrogene totalement ionisé de saréelag densité de particules vaut @ N
dP/dz =- gavec = Ny my et la loi des gaz parfaits P = 2 KT donne :

d’oll P/F6 — e—(ng/kT)Z

H = 2kT/myg 10 km (1/7 du rayon solaire seulement) avec T = 1310

En conséquence, la densité de protons et d’électtéoroit tres vite dans la couronne.

La brillance de la couronne :

La puissance diffusée pan électronest égale a :

Pait = th X (PncidentePa@r m?)

Ou 1 est la section efficace de diffusion Thomson.a&puissance incidente par unité de surface
vaut L/4 R, oul L est la luminosité du Soleil (3.86°1W) et R son rayon (696000 km).

La puissance diffusée totale vau; P Py (Ne V), ou V est le volume diffusant d’électrons et\N
le nombre total d’électrons. Ce volume vaut appr@ativement 4R2 H, coquille sphérique de
rayon R et d’épaisseur H, échelle de hauteur dedeonne précédemment calculée.

On obtient finalementR = t (L/4 R2) Ne (4 R2H), d'ouP/L = tH Ne H

Avec H=10km ,Ne =518 m> et 1,=6.65 10°°m?, on obtienP/L 3 10°

Il s’agit du bon ordre de grandeur (luminosité gglénte a la pleine Lune).

VIl — 3 Couronne F

La couronne F (F = Fraunhoffer) est plus étenduelgeouronne K, moins brillante, et présente les
mémes raies en absorption que la photosphéreesadaiec les mémes intensités relatives et les
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mémes profils. Elle est constituée de grains degietes qui diffusent le spectre photosphérique
(pas de processus d’élargissement, car les gramisreassifs) et apparait au dela de 2 ou 3 rayons
solaires. En premiére approximation, ces grainerblest la puissance incidente photosphérique et
émettent en retour un rayonnement de corps nogll€ast leur température effective ? Leur
dimension ?

Soit a la rayon d’un grain supposé sphérique @&tidtance de ce grain au centre du Soleil. lliteco
la puissance (en W):

(L/4 r2) x ( a?), a2 étant sa section efficace.

Supposons que le grain émette intégralement ceitegnce sous forme de rayonnement de corps
noir : (L/4 r2) x (a2 = T*x (4 a?), ou T est la température du graina4sa surface etla
constante de Stéfan. On en déduit avec LR?4 Teq” (Tert température effective du Soleil, R
rayon du Soleil) :

T() = Tenr (1/4)" (RINY? 0.7 Tert (RINM2

A 10 rayons solaires, T1300 K ; a 1 UA (orbite de la Terre), T275 K.

La température de fusion du Fer étant voisine @® 1§ cela signifie que des grains de Fer peuvent
exister a partir de 10 rayons solaires environ.

Pour estimer les dimensions des grains diffusérfeajt écrire leur équilibre mécanique entre la
force de radiation et la force de gravitation.

La force de radiation F qui s’exerce sur un grainésique de rayon a (section effica@g) a la
distance r du centre du Soleil est donnée par :

(L4 r)x(a’d)=FC

avec C vitesse de la lumiére (F C est la puissdada force F, L la luminosité solaire en W).

Or cette force F est en équilibre avec la forcgragitation F' = (G M /r2) (4/3 & ), M étant la
masse du Soleil (2 #bkg), la masse volumique du grain, supposé homogeéne.

De I'égalité F = F', soit (L/4r2) x ( a?)/C = (G M /r?) (4/3 & ), on tire une relation indépendante
de r entre le rayon des grains et leur masse vqlueni

a=3L/(16CGM )

qui donne numériquement a = 51 pour = 1000 kg it (densité typique), soit des particules
del micron de diameétre, en ordre de grandeur évidemment.

VIl — 4 Vent solaire

Le vent solaire, nous I'avons vu a propos de latsmi de Parker en MHD, n’est pas un gaz de
protons et d’électrons en équilibre hydrostatiqunais hydrodynamique, puisqu’il présente un
ecoulement supersonique au dela d’une certainendist

Intuitivement, on comprend pourquoi en comparanitiEsse du son (agitation thermique) dans une
couronne isotherme a la température T, soit (2 kT/m)'?, et la vitesse de libération & la distance r
du centre du Soleil, soit #(2GM/r)"* (M masse du Soleil, m masse du proton). La distanc

Soleil pour laguelle la vitesse thermique des pretest égale la vitesse de libération (ce qui perme
leur échappement) est, pour T = 1.8K,Gégale &5 rayons solairevs = vi = 157 km/s). La

solution hydrodynamique de Parker prédit en faitcoulement supersonique a 4 rayons solaires,
et un vent d’environ 400 km/s a l'orbite de |la Ber€ela correspond a une perte de masse pour le
Soleil de I'ordre de 0~ 10 kgl/s, c’est a dire du méme ordre de grandeur @ugelsse convertie
eglgenergie dans le coeur solaire (1/£00@e la masse totale du Soleil a la fin de sa vieaut de

107" ans).
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Les observations récentes ont montré que la situast plus complexe ; le vent solaire se déplace a
des vitesses de 300 a 800 km/sec et sans intemuptepuis 1990, le satellite Ulysse en orbite
autour des péles, a révélé qu’il existe deux vents

- un vent solaire lenf300 - 400 km/s) qui émerge des régions équatsraesoleil ou la contrainte

du champ magnétique est la plus forte. Il varie gretonction du cycle solaire et ne dépend pas de
I'activité solaire.

- un vent solaire rapid@00 - 800 km/s) qui provient des régions situées ges poles (trous
coronaux), régions ou le champ magnétique du Sedeibuvert sur le milieu interplanétaire. |l
dépend fortement du cycle et de l'activité soldineroduit des sursauts qui pourront avoir des
conséquences sur la haute atmosphére de la Terre.

En prenant une perte de masse de vent solaire énd/df kg/s =4 r2 v, ol r est égal & 1 UA et

v est la vitesse du vent a la Terre (400 km/apdase volumique du vent a la Terre vaut 2.6

102° kg m?® soit de I'ordre de 10 protons par tr&n une seconde, la section efficace de la Terre

R¢ est percutée (au niveau de la magnétosphérenpanasse de 1 kg de vent solaire, soit 100
tonnes/jour, ce qui est a comparer aux 400 tonegmdssieres interplanétaires balayées par jour au
cours du mouvement orbital de la planéte !

VIl — 5 Interactions Soleil / Terre et Planétes

Aurores polaires terrestres,
ovale auroral vu par satellite

L’interaction du Vent Solaire avec la magnétospltEréa Terre et des planétes est a I'origine des
aurores polaires. Sur Terre, la plupart des auseesanifestent entre 100 et 150 km daltitude. Les
principales émissions dans le visible sont prodypiar I'excitation de différents atomes de
'atmosphére par les particules du vent solaire.

- les molécules d’azot@,) a 100 km d’altitude émettent une raie violettebtrue (427 nm).

- les atomes d’oxygen®) vers 100 km d’altitude émettent une raie ddexar jaune vert (557 nm)

- les atomes d’oxygen®) vers 200 km produisent une couleur rouge f¢686nm).

- les atomes d’azotéN) produisent une couleur rouge (620nm) danspkesies inférieures de
certaines aurores polaires.

Champ magnétique solaire Interaction vent solaimeagnétosphéere
et écoulement du vent solaire
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Les aurores se présentent sous une forme ovalkal@’'@uroral) autour des pdles magnétiques nord
et sud. Des aurores polaires ont déja éte detestédsipiter, Saturne, Uranus, Neptune, qui sont

dotées de champs magnétiques.

Aurore sur MARS Aurores sur JUERTen UV (bleu) et rayons X (rouge)

Aurore sur
SATURNE

Aurore si
URANUS
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Chapitre 9

Télescopes et instruments solaires, aujourd’hui etemain

On ne parlera dans ce chapitre que des instrurdertsation nationale, ou exploités dans un
contexte international, ainsi que des projetssqut aujourd’hui tous internationaux.

IX — 1 Télescopes au sol

Le télescope francais THEMIS, mis en service erD1®Jenerife aux Canaries, est un télescope de
1 m sous atmosphére d’Hélium en monture azimusadeialement optimisé pour réduire au
maximum la polarisation instrumentale ; il est paude deux grands spectrographes de 8 m offrant
un pouvoir dispersif de 5 mm par Angstrém. La saliéi de THEMIS est la spectroscopie
polarimétrique multi raie dans le domaine speet&i — 1100 nm. THEMIS est entouré de
télescopes de la méme classe que lui, le Vacuuneil delescope allemand (spectrographe de 15
m) et du télescope GREGOR de 1.6 m en cours déraotisn, mais qui ne sont pas optimisés

pour la polarimétrie. Sur I'lle de La Palma, legduis possedent un instrument réfracteur de 1 m, et
les Hollandais un petit télescope ouvert de 0.46umissant d’excellentes images.

En projets figurent deux tres grands télescopesrationaux de la classe de 4 m : ATST
(Advanced Technology Solar Telescope) américalEiS3t (European Solar Telescope) pour les
années 2015-2020. Ces télescopes seront munis aftiggle adaptative multi conjuguée, ATST
étant plus spécialisé dans I'IR jusqu’a 3&ST ayant son domaine de prédilection en spectro
imagerie et spectro polarimétrie entre 400 et 1800

Les radioastronomes utilisent la station de Nawmgaypossede un interférometre en T a cotés de 1
km opérant dans la gamme de fréquences de 150 KKH20lls ménent une collaboration
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internationale dans le cadre du projet américaiBRAFrequency Agile Solar Radiotelescope),
grand interféromeétre solaire pouvant fonctionnel@d@ MHz a 30 GHz.

Radiohéliographe de
Nanca'

IX — 2 Télescopes spatiaux

Depuis 1996, la sonde SOHO de I'ESA et de la NAS#péacée au point de Lagrange L1 a 1.5
millions de km de la Terre, et observe le Soleipermanence, a l'aide de petits instruments
fonctionnant dans I'Ultra Violet lointain (imageré spectroscopie de la couronne solaire et de la
zone de transition chromoshére couronne). SOH@eRtuUrs actif.

A gauche SOHO, et ci dessous STE

En 1999, le télescope TRACE de la NASA, reprenaetftaction de la mission SOHO avec des
instruments a meilleure résolution spatiale, ax@tésur orbite terrestre. Puis en 2006, la NASA
avec une collaboration européenne a lancé deubitsatpaimeaux, STEREO, s’écartant
progressivement I'un de l'autre de maniére a olegdes éjections de masse coronale issues du
Soleil en 3 dimensions. En 2006 également, la onissiINODE/SOLAR B japonaise, avec une
collaboration américaine et européenne, a été emsebite avec un télescope optique exceptionnel
de 50 cm d’ouverture, présentant un pouvoir séparanédit (0.3”) en termes de durée, puisqu’il
est possible d’observer avec cette qualité en peenee, et notamment de lancer des séquences de
plus de 24 heures d'observations continues. HINQIME gros télescope solaire jamais mis en
orbite, est parfois appelé le « Hubble solaire ».
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Champs magnétiques longitudinaux mesurés a hastdutéon spatiale par HINODE (Fel 6302 A)

Granulation (bande CH 4305 A & gauche et raie CRId8BA a droite) observée a haute résolution
spatiale (0.3"”) par HINODE. L'instrument permethregistrement de séquences exceptionnelles
avec une gualité d'image constante. Les pointsamti$ sont les traceurs des tubes de flux.

Au cours de la décennie 2010-2020, on s’atten@diaceiment de deux expériences qui réaliseront
des observations inédites, dans la lignée de lsiomsJLYSSES qui a observé les pdles du Soleil
en sortant du plan de I'écliptique en s’aidant’dffdt de fronde gravitationnel de Jupiter. Solar
Orbiter est un engin européen de 'ESA qui pouétit lancé vers 2018, et qui aura la particularité
de s’approcher du Soleil a 0.3 UA, avec a un mordenhé une rotation synchrone avec le Soleil,
permettant d’observer les mémes détails de lasigandant plusieurs semaines d’affilée. Solar
Orbiter inclinera aussi progressivement son onterapport au plan de I'écliptique. Cet
observatoire effectuera des mesures in situ, ngailednent des observations de la surface du Soleil
en UV a haute résolution.
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Solar Probe est une expérience américaine, qurgbuoir le jour en méme temps que Solar

Orbiter & la fin de la prochaine décennie. Munigndbouclier thermique, Solar Probe s’enfoncera
pour la premiere fois dans la couronne solaireudesnent quelques rayons solaires de la surface de
I'étoile. Derriere le bouclier, ce sont des mesynasma in situ qui seront effectuées.
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Annexe

Quelques constantes universelles

C = 3 16 m/s vitesse de la lumiére dans le vide
e = 1.6 13° C charge de I'électron

me = 9.1 10°! kg masse de I'électron

m, = 1.67 10" kg masse du proton

h = 6.62 13* MKSA constante de Planck

k = 1.38 10°®* MKSA constante de Boltzmann
Ry = 13.6 eV constante de Rydberg

0=4 10" MKSA perméabilité magnétique du vide
G = 6.67 10" MKSA constante gravitationnelle
1/(4 o) =910 MKSA, opermittivité du vide

Quelques constantes solaires

Ms = 2 16° kg masse solaire

Rs = 696000 km rayon solaire

Os = 275 m/s? accélération de la pesanteur a lacidalaire

L = 3.86 16° W luminosité solaire (luminosité d’'1 m? : 6.3'\)

1 UA = 149600000 km distance moyenne Terre/Soleil

V| = 620 km/s vitesse de libération

Te=5800 K température effective

Composition : H 92.1% et He 7.8%, autres éléemedis( N, Fe, Mg, Ca...) en trace (0.1%)
Rotation : 26 jours a I'équateur, 31 jours aux poiaclinaison de 6° sur I'écliptique

Photosphere solaire : 0 500 km d’altitude

Pression moyenne P =%Ba et variation de 0 2500 km: 1.3 P& 10 Pa

T moyenne = 5000 K et variation de 0 a 500 km :06K0 4170 K

Densité moyenne IN= 16 m* et variation de de 0 & 500 km : 3 kg m® 3 10° kg m®
Densité moyenne N 10° m et variation de 0 4 500 km : 54on® 10" m?

Chromosphére solaire : 500 km 2000 km d’altitude
Pression moyenne P = 1 Pa et variation de 500@ R : 16 Pa 10° Pa
T moyenne = 8000 K et variation de 500 a 2000 Krh70 K 10000 K

ny = 10 m™ et variation de de 500 & 2000 km : 3 P&kg m® 1.8 10*° kg m?®
Densité moyenne N 10" m® et variation de 500 & 2000 km : *ien® 4 10°m®

Couronne solaire : 2000 km milieu interplanétaire

Conductivité électrique = 10° T*> MKSA, T en Kelvins (loi OHMj = E)
Conductivité thermique k= 10 T2 MKSA, T en Kelvins (flux de chaleu¥ = - k; grad T)

- Basse couronne typique:

np=re=510"m® T=1516K P=210 Pa = 10" kg m°
- a 1 rayon solaire :
np=re=10"m> T=1516K P=410 Pa =2 10" kg m®
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- a 1 UA (orbite terrestre):

np=n=10m°* T,=410K Te=1.510K = 10% kg m*
vitesse du vent solaire a la Terre: 400 km/s enamog

- milieu interplanétaire & grande distange=m = 16 m™

Modele d’atmosphére solaire HSRA : attention ! Uniés CGS (cm, g, s, dyne=10 Pa)
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Quelques formules d’analyse vectorielle
Lesvecteurssont en caractér@ssas
f (x,y,z) est une fonctioA (Ax, Ay, Az), B (By, By, B,) etC (Cy, C;, C,) sont des vecteurs

Produit mixteA.(B LC) = C.(A LB) =B.(C LA) invariant par permutation circulaire
Double produit vectoriechL BLC)=(A.C)B - (A.B)C

Opérateur « nablaf = $/$x, ¥y, $$2)

Gradientgrad f =N f = ($f/$x, $/$y, $f/$z)

Divergence divA =N . A =$A,/$x + $A,/$y + $A,/$z  (produit scalaire dil avecA)
Rotationnekot A=N L A (produit vectoriel déNl avecA)

rot A = ($A/y - $A,/$z, $A/$Z - $A/BX, SA/$X - $A/By)

rot(gradf) =N L (N f) =0 et diyrotA)= N.(NL A) =0

div(fA)=f divA +gradf . A
rot(fA)=frotA +gradf L A

div(A L B) =BrotA- A rotB
rot(A L B) = AdivB — BdivA + (B.grad)A — (A.grad)B

rot(rotA) = grad( divA) - DA
opérateur LaplacieD = ($/$x?, $/$y?, $/$z2)

grad (A.B)=AL rotB + B LrotA + (B.grad)A + (A.grad)B
grad (A%2) = AL rotA + (A.grad)A

Formule de StokesA . dl = rotA.dS
La circulation du vecteuk sur un contour fermést égale au flux de son rotationnel a travers
n’'importe quelle surface S s’appuyant sur ce cantou

Formule d’Ostrogradskou « flux divergence » A.dS = divA dv
Le flux du vecteuA au travers d’'une surface ferm@est égal a I'intégrale de sa divergence sur le
volume intérieur délimité par cette surface fermée

Coordonnées cylindriques, , z

z
grad f = &f/$r, (1/r)$/$ , $/$z)
divA = (1/r)$(rA)/$r + (1IN$A /$ + $A/$z O\
rotA =[ (1/r) $ASS - $A /$z, $A/Sz - $A/Sr, (1/r) B(rA )/$r - $A/S ) ] r
Df = (1/r) $(r$f/$r)/Pr + (L/r2) $H/$ 2 + $f/$z2 ¥/
Coordonnées sphériques, |
N\

grad f = @f/$r, (1/r)$f/$ , (1 /rsin) $/$ )

divA = (1/r2) $(r2A,)/$r + (1 / rsin) $(sin A )/$ + (1 /rsin) $A /$
rotA =[(1/rsin) ($(sin A )/$ -$A /$ ), (1/rsin) (PA/$ —sin $(rA )/$r), (1/r) G(rA )/$r -
$A/$ ) ]

Df = (1/r) $(rf)/$r2 + (1 / r2sin) $(sin $f/$ )/$ + (1 / r2sin?) $/$ 2
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Cas patrticulier des ondes planes de la formg® — Y

grad =ik (multiplication par k)
div=ik. (produit scalaire avedi
rot =ik (produit vectoriel aveck)
D=-k2 (multiplication)

$$t=-i (multiplication par -i )
$/$t2 = - 2 (multiplication)

Quelques fonctions spéciales
Fonctions associées de Legendrg"Rx), harmoniques sphériques ¥' (, )

™ (x) est solution de (1-x2) d2y/dx2 -2x dy/dx €fl1) — m?/(1-x2)] y=0
| entier positif ou nul, m entier relatif tel que -m |

M (x) = (1-x2J"™? d™P(x)/dx™
ol R(x) est un polyndme de Legendr@&d®=1[1/ (2 11) ] d'(x2-1) / dx
P™(x) = [ @-x3"?/ (2 11)] d™(x2-1)' / dX™ fonction de Legendre associée
Le produit A, €" R™ (cos) est appelé harmonique sphériqué Y, )
avec un facteur de normalisatiogA (-1)" [(21+1) / (4 )]¥2 [ (I-|m])! / (+|m])! }* tel que
2

Y|m( ) )Y|'m ( ) )Sin dd = r mm

0 O
Fonctions de Bessel entierek,(x)
X2 d2y/dx2 + x dy/dx + (X2 - n2) y = 0, n entiepgtif ou nul

c’est une équation de Bessel ayant pour squH(x) 3 (x/Z)P ( 1) x?P/(2° p! (n+p)))
Propriété : d(XJ,)/dx = X'J,.1et d(X"J,)/dx = -X" Jn+1

Fonctions de Bessel demi entieres.d 2 (X) et fonctions de Bessel sphériques(x)

X2 d2y/dx2 + x dy/dx + (x2 - n(n+1)) y = 0,_n esi

Il s’agit d’une équation qui a pour solutigidq) = (2x/ )2 J12(x) avec :

Jnsr2(X) = (1) (21 )2 X2 (1/x d/dx) [sin(x)/x]

Exemple : go(x) = (2/( x))*? sin(x) ; 32(x) = (2/( x))*? [sin(x)/x — cos(x)]

jn(X) = (2x/ )Y Jr412(X) est appelée fonction de Bessel sphérique ;jgix)e= sin(x)/x
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